
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12:  ΜΙΚΡΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 
 
 
12.1  Ευστάθεια κοντά στη θέση ισορροπίας 
 
Θεωρούµε ένα συντηρητικό σύστηµα µε n-βαθµούς ελευθερίας, το οποίο περιγράφεται από τις 
γενικευµένες συντεταγµένες q1,q2,…qn. Αν το σύστηµα βρίσκεται σε µια θέση ισορροπίας, τότε οι 
γενικευµένες δυνάµεις (στη θέση αυτή) ισούται µε µηδέν, 
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Από την (1) µπορούµε να υπολογίζουµε τις συντεταγµένες στη θέση ισορροπίας (q01,q02,…q0n), 
όπου η δυναµική ενέργεια έχει ακρότατο. Μια θέση ισορροπίας καλείται ευσταθής ή ασταθής, 
ανάλογα αν εφαρµοζόµενη µια µικρή διαταραχή του συστήµατος στη θέση ισορροπίας του 
προκαλεί απλά µια περιορισµένη κίνηση του συστήµατος γύρω από την θέση ισορροπίας του ή την 
οριστική αποµάκρυνσή του από αυτήν. Στο Σχήµα 1 αποτυπώνεται η δυναµική ενέργεια στις δύο 
χαρακτηριστικές περιπτώσεις. 
 
 
 
 
          Σχήµα 1  Η δυναµική ενέργεια 
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κίνηση του συστήµατος στη γειτονιά µιας ευσταθούς θέσης 
aylor τη δυναµική ενέργεια για µικρές µετατοπίσεις ηi από τη 
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ε την στάθµη αναφοράς ώστε V(q01,…,q0n)=0 και επειδή ο 
ι µε µηδέν λόγω της (1), η δυναµική ενέργεια σε πρώτη 
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φανές ότι οι σταθερές Vij είναι συµµετρικές, δηλ. Vji=Vij. 

ούµε να πάρουµε και για την κινητική ενέργεια, 
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Όπως και στη περίπτωση της δυναµικής ενέργειας, τα στοιχεία Τjk είναι συµµετρικά ως προς τους 
δείκτες τους, δηλ. Τjk=Τkj. 

 
Απόδειξη της (4). Αν κανείς δεν επιθυµεί να δει τα ακριβή βήµατα της απόδειξης, µπορεί να προχωρήσει 
στο επόµενο κοµµάτι, χωρίς να χάσει τη συνέχεια του φορµαλισµού που αναπτύσσουµε. Πράγµατι, η 
κινητική ενέργεια είναι, 
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, η ταχύτητα γράφεται τελικά, 
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 οπότε  η κινητική ενέργεια παίρνει τη µορφή, 
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Αναπτύσσουµε το τετράγωνο της εσωτερικής παρένθεσης:  
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Συνεπώς, η κινητική ενέργεια (5) γράφεται, 
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. Οι συντελεστές mjk είναι γενικώς συναρτήσεις των qi και µπορούν να 

αναπτυχθούν σε σειρά Taylor ως προς τη θέση ισορροπίας, ως ακολούθως, 
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Εφόσον όµως η ανάπτυξη (6) είναι ήδη τετραγωνική ως προς τα , στη χαµηλότερη προσέγγιση της Τ 

κρατάµε µόνο το πρώτο όρο της ανάπτυξης (7), οπότε φθάνουµε στη ανάπτυξη (4), 
iη&
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όπου οι σταθερές Τjk=mjk(q01,…,q0n).  

 
Από τις (3) και (4), η Langrangian δίδεται από τη σχέση, 
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Λαµβάνοντας ως γενικευµένες µεταβλητές τις αποκλίσεις ηi από την ηρεµία, η Lagrangian (8) 
οδηγεί στις εξισώσεις Lagrange, 
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H επίλυση του συστήµατος των n-διαφορικών εξισώσεων (9) θα δώσει την κίνηση του 
συστήµατος κοντά στη θέση ισορροπίας ( q01,q02,…q0n). 
 
 
12.2  Επίλυση των εξισώσεων κίνησης 
 
Οι διαφορικές εξισώσεις (9) είναι γραµµικές µε σταθερούς συντελεστές. ∆οκιµάζουµε εποµένως 
λύσεις ταλάντωσης της µορφής, 
 

ηi = Cai e-iωt (10) 
 
όπου Cai είναι το πλάτος ταλάντωσης για την συντεταγµένη qi και C ένας παράγοντας αναλογίας. 
Αντικαθιστώντας στην (9) λαµβάνουµε, 
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Οι εξισώσεις (11) αποτελούν ένα σύστηµα n-οµογενών εξισώσεων µε αγνώστους τα πλάτη aj και 
για να υπάρχει µη µηδενική λύση θα πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών να µηδενίζεται, 
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απ’ όπου λαµβάνοµε τη χαρακτηριστική εξίσωση n-βαθµού ως προς ω2, της οποίας οι ρίζες θα 
είναι οι συχνότητες ταλάντωσης των λύσεων (10). Σαν εφαρµογή της παραπάνω θεωρίας, θα 
µελετήσουµε το παράδειγµα του διπλού εκκρεµούς παρακάτω. 
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      Πριν κλείσουµε το εδάφιο αυτό, θα δούµε το πρόβληµα που αναπτύξαµε από µια διαφορετική 
σκοπιά. Η εξίσωση (11) µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα πρόβληµα ιδιοτιµών. Πράγµατι, αν γράφουµε 
τα στοιχεία Tij σαν ένα πίνακα Τ και παροµοίως τα στοιχεία Vij σαν τον πίνακα V, η (11) γράφεται, 
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Το πρόβληµα ιδιοτιµών τώρα ανάγεται στο να βρούµε τις ιδιοτιµές λ και τα αντίστοιχα 
ιδιοδιανύσµατα . Θα πρέπει να σηµειώσουµε τις εξής ιδιότητες: λa
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(2) ιδιοδιανύσµατα 
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 που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές λ1, λ2 είναι κάθετα 

µεταξύ τους,  
(2) οι πίνακες V και Τ είναι αυτοσυζυγείς ή ερµητιανοί. 
Οι προτάσεις αυτές αφήνονται σαν άσκηση, όπως και η απόδειξη της συνθήκης 
“ορθογωνιότητος”,  

ll kjikij aaT δ   
ij

=∑  (14) 
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Παράδειγµα: Το διπλό εκκρεµές αποτελείται από ένα µαθηµατικό εκκρεµές µάζας Μ και µήκους 
L, και από ένα δεύτερο µαθηµατικό εκκρεµές µάζας m και µήκους l, το οποίο εξαρτάται από το 
πρώτο, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2. 
 
 
 
 
 
                           Σχήµα 2  Το διπλό εκκρεµές 
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Θεωρούµε ότι η κίνηση είναι σ’ ένα επίπεδο, οπότε το σύστηµα έχει 2 βαθµούς ελευθερίας. Οι 
γωνίες θ και φ λαµβάνονται ως προς την κατακόρυφο (οι οποίες όπως θα δούµε παρακάτω θα είναι 
και οι γενικευµένες συντεταγµένες του προβλήµατος). Επιλέγω το σηµείο εξάρτησης του πρώτου 
εκκρεµούς σαν αρχή των αξόνων 0, και τους άξονες x,y όπως φαίνεται στο σχήµα. Τότε οι 
καρτεσιανές συντεταγµένες των δύο µαζών (όπως και οι αντίστοιχες συνιστώσες της ταχύτητας) 
είναι, 

 µάζα Μ:   x1 = L sin θ  θ θ && cosLx1 =

                        y1 = L cos θ              (15a) θ θ && sinLy1 −=
 
 µάζα m:  x2 = L sin θ +  l sin φ  φ φθ θ &&& coscosLx 2 l+=

                        y2 = L cos θ + l cos φ      (15b) φ φθ θ &&& sinsinLy2 l−−=

 
Η κινητική ενέργεια των δύο µαζών, χρησιµοποιώντας τις προηγούµενες σχέσεις, είναι, 
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Για µικρές γωνίες θ,φ<<1 (σε rads) έχουµε: 1....)(1)cos( 2
2
1 ≅+−−=− φθφθ , οπότε η κινητική 

ενέργεια γράφεται, 
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Για τη δυναµική ενέργεια (λόγω βαρύτητος) θεωρώ το επίπεδο y=0 σαν στάθµη αναφοράς (θα 
επανέλθουµε στο θέµα της στάθµης αναφοράς της δυναµικής ενέργειας παρακάτω), οπότε η 
δυναµική ενέργεια των δύο µαζών θα είναι 
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Παρατηρούµε ότι για θ=φ=0 (δηλ. στη θέση ισορροπίας των µαζών), η δυναµική ενέργεια των δύο 

µαζών είναι: V(0)= −(M+m)gL−mgl. Για µικρές γωνίες θ,φ<<1 (σε rads) έχουµε: 2
2
11cos θθ −≅  

και 2
2
11cos φφ −≅ , οπότε η δυναµική ενέργεια γράφεται, 
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Επειδή στην εισαγωγή του κεφαλαίου και µάλιστα στη παραγωγή της (3), είχαµε µετατοπίσει τη 
στάθµη αναφοράς της δυναµικής ενέργειας ώστε ο σταθερός όρος V(0) στην ανάπτυξη Taylor (3) 
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να µηδενίζεται, θα κάνουµε το ίδιο και εδώ. Μετατοπίζουµε λοιπόν κατά V(0) την στάθµη 
αναφοράς της δυναµικής ενέργειας, δηλ. V(θ,φ)→V′(θ,φ)=V(θ,φ)−V(0), οπότε στην (17) απλά δεν 
θα περιλαµβάνεται ο όρος V(0). Η µετατόπιση αυτή οδηγεί στην εξής έκφραση της δυναµικής 
ενέργειας: 

)cosmg)cos1(gL)mM()0(VV'V φ-(1  θ l+−+=−=  
 
που πράγµατι στη θέση ισορροπίας του συστήµατος (θ=φ=0), η δυναµική ενέργεια ισούται τώρα 
µε µηδέν. Άρα εφεξής, αγνοούµε τον όρο V(0), χωρίς βέβαια στην ουσία να αλλάζει τίποτα στο 
φορµαλισµό που αναπτύσσουµε εδώ, απλώς γίνονται λίγο πιο απλοί οι υπολογισµοί, και αγνοούµε 
τον τόνο (′) από τη δυναµική ενέργεια. Τότε η Langrangian (που δεν θα χρησιµοποιηθεί στη 
µέθοδο που αναπτύξαµε), βάσει των (16) και (17), είναι  
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Όπως είναι φυσικό από την (18), οι γωνίες θ και φ είναι η ενδεικνυόµενη επιλογή γενικευµένων 
συντεταγµένων του προβλήµατος, δηλ. η1=θ, και η2=φ. Υπολογίζουµε τα στοιχεία µήτρας Tij και 
Vij, χρησιµοποιώντας τις (16) και (17), 
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οπότε η ορίζουσα (12) γράφεται, 
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απ’ όπου προκύπτει η χαρακτηριστική εξίσωση. Όµως για να απλουστεύσουµε τις πράξεις (χωρίς 
να αλλοιωθεί αισθητά η γενικότης), παίρνουµε m=Μ και L=l, οπότε η ορίζουσα (19) δίδει τη 
χαρακτηριστική εξίσωση, 
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όπου . Υπολογίζουµε στη συνέχεια τα πλάτη ταλάντωσης που αντιστοιχούν σε 
καθεµιά συχνότητα ξεχωριστά. Πράγµατι, 
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(i) για  το σύστηµα (11) γράφεται, 2
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(ο πρώτος δείκτης αναφέρεται στη συνιστώσα του πλάτους και ο δεύτερος στην ιδιοτιµή). 
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Εφαρµόζοντας τώρα τη συνθήκη ορθογωνιότητος (14) για k=l=1 έχοµε:  ,  δηλ.  
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Λαµβάνοντας υπ’ όψιν και την (22)  για  ,  βρίσκουµε: 2
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Συνεπώς, το ιδιοδιάνυσµα του πλάτους που αντιστοιχεί στη συχνότητα ω1 είναι:  
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Αυτός ο τρόπος ταλάντωσης φαίνεται παραστατικά στο Σχήµα 3(a). Tα δύο εκκρεµή ταλαντούνται 
εν φάσει µέσα σε ένα κατακόρυφο επίπεδο µε την ίδια συχνότητα ω1 (αναφερόµενοι για µικρές 
ταλαντώσεις γύρω από θέση ευσταθούς ισορροπίας), δηλ. και τα δύο εκκρεµή ταλαντούνται σαν 
ένα σώµα 
       Για την δεύτερη συχνότητα ταλάντωσης ω2, εφαρµόζουµε οµοίως τη συνθήκη 
ορθογωνιότητος (14) για k=2, l=2:  1aaT 2jij =∑
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             Σχήµα 3   Οι δύο τρόποι ταλάντωσης ενός διπλού εκκρεµούς  
             το οποίο ταλαντούται  σε ένα κατακόρυφο επίπεδο µε συχνό- 
              τητα (a) ω= ω1 και (b) ω=ω2

 
 
 

Λαµβάνοντας υπ’ όψιν και την (23)  για  ,  βρίσκουµ2
2

2 ωω =

12
2

22 a,
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Συνεπώς, το ιδιοδιάνυσµα του πλάτους που αντιστοιχεί στη σ
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Αυτός ο τρόπος ταλάντωσης φαίνεται ενδεικτικά στο Σχήµα
σε ένα κατακόρυφο επίπεδο µε διαφορά φάσης 180ο και µε τ
σε µικρές ταλαντώσεις γύρω από θέση ευσταθούς ισορροπίας
 
 
12.3  Κανονικές µορφές ταλάντωσης 
 
       Η προηγούµενη συζήτηση έδειξε ότι οι εξισώσεις κίν
ταλάντωσης της µορφής (10) για ένα σύνολο n-ιδιοσυχνοτήτ
των εξισώσεων κίνησης θα είναι η υπέρθεση ταλαντώσεων µ
Οι συχνότητες αυτές καλούνται και συχνότητες συντο
ταλάντωσης του συστήµατος. Εποµένως, η γενική λύση µπο
 

∑ −=
k

ti
ikki

keaC ωη  (2

 
όπου ο παράγοντας αναλογίας Ck (∈С) αναφέρεται στη συγκ
ιδιοτιµή λk της χαρακτηριστικής εξίσωσης αντιστοιχούν 

ιδιοδιάνυσµα είναι το ίδιο και για τις δύο συχνότητες, όµ

 µπορεί να είναι διαφορετικοί, οπότε η γενική λύση θα έχε

ka
r

−
kC
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ε:  

222
1 a−  

υχνότητα ω2 είναι:  

(27) 

 3(b). Tα δύο εκκρεµή ταλαντούνται 
ην ίδια συχνότητα ω2 (αναφερόµαστε 
). 

ησης ικανοποιούνται από µια λύση 
ων ω1,ω2,…ωn. Η γενική λύση λοιπόν 
ε όλες τις επιτρεπόµενες συχνότητες. 
νισµού ή συχνότητες ελεύθερης 
ρεί να γραφεί, 

8) 

εκριµένη συχνότητα. Γενικά, σε κάθε 
δύο ισοσυχνότητες ωk και –ωk, το 

ως οι παράγοντες αναλογίας  και 

ι τη µορφή, 

+
kC
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)eCeC(a ti
k

k

ti
kiki

kk ωω   η −−+ += ∑  . (29) 

 
Θα πρέπει βέβαια να θυµόµαστε ότι η πραγµατική κίνηση είναι το πραγµατικό µέρος της 
µιγαδικής λύσης, οπότε το πραγµατικό µέρος των (28) ή (29) γράφεται 
 

∑ +=
k

kkikki )tcos(a φωη f  (30) 

 
όπου το πλάτος fk και η φάση φk προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες (θέσαµε 

). ti
k

keC φ
k ±± = f

      Μπορούµε να ορίσουµε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων ζ1,ζ2,…,ζn το οποίον ορίζεται από τις 
εξισώσεις µετασχηµατισµού των αρχικών συντεταγµένων η1,η2,…,ηn, 
 

∑
=

=
n

1j
iiji a ζ η   (31) 

ή υπό µορφή πινάκων  
η = Α ζ  (32) 

 
όπου ζ είναι ο µονόστηλος πίνακας µε στοιχεία ζ1,ζ2,…,ζn και η ο µονόστηλος πίνακας µε στοιχεία 
η1,η2,…,ηn. Ο ανάστροφος πίνακας ηΤ είναι πίνακας µιας γραµµής και µάλιστα ισχύει (ιδιότητες 
του ανάστροφου γινοµένου πινάκων) 
 

TTT Αζη = . (33) 

 
Ο πίνακας Α στη (32) σχηµατίζεται από τα ιδιοδιανύσµατα ka

r , δηλ. 
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Ο πίνακας Α αναφέρεται και σαν πίνακας των ιδιοδιανυσµάτων. 

 
       Ο πίνακας Α έχει γνωστές ιδιότητες, η απόδειξη των οποίων αφήνεται σαν άσκηση, όπως η ιδιότητα 
διαγωνοποίησης των πινάκων Τ και V. Για παράδειγµα, η σχέση “ορθογωνιότητος” της κινητικής ενέργειας 
(14) µπορεί να τεθεί υπό µορφή πινάκων ως εξής, 
 

IATA =T  (35) 
 
όπου ΑΤ είναι ο ανάστροφος πίνακας και Ι ο µοναδιαίος πίνακας. Ακόµη, ο πίνακας Α  διαγωνοποιεί τον 
πίνακα της δυναµικής ενέργειας V ως εξής, 
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λAVA =  T  (36) 
 
όπου λ είναι διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία τις ιδιοτιµές λ1,λ2,…,λn, 
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(ο µετασχηµατισµός   (36) είναι γνωστός ως congruent transformation του V από τον A). AVAV  T→

 
       Η κινητική και η δυναµική ενέργεια µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των νέων 
συντεταγµένων, χρησιµοποιώντας τη σχέση µετασχηµατισµού (32). Πράγµατι, η δυναµική 
ενέργεια (3) γράφεται κατ’ αρχήν  ως 
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1j,i
jiji2

1 VV ηη   

ή υπό µορφή γινοµένου πινάκων 

V η η  T
2
1V =   

 
και εισάγοντας τον µετασχηµατισµό (32) παίρνει απλούστερη µορφή, 
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όπου ενδιάµεσα έχοµε χρησιµοποιήσει τον µετασχηµατισµό της δυναµικής ενέργειας (36). 
Συνεπώς, 

∑=
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2
k

2
k2

1V ζω .  (38) 

 
Παροµοίως, η κινητική ενέργεια (4) µπορεί να τεθεί υπό µορφή γινοµένου πινάκων, 
 

η Tη &&  T
2
1T =   

 
και εισάγοντας τον µετασχηµατισµό (32) παίρνει απλούστερη µορφή, 
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όπου ενδιάµεσα έχοµε χρησιµοποιήσει την ιδιότητα “ορθογωνιότητος” (35). Συνεπώς, 
 

∑=
k

2
k2

1T ζ& . (39) 

 
Οι σχέσεις (38) και (39) δηλώνουν ότι στο νέο σύστηµα συντεταγµένων και η κινητική και η 
δυναµική ενέργεια εκφράζονται σαν άθροισµα τετραγώνων µόνο, χωρίς διασταυρούµενους όρους. 
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Οι εξισώσεις κίνησης αποκαλύπτουν αυτή την απλότητα των νέων συντεταγµένων. Πράγµατι, η 
νέα Langrangian είναι, 

)(L 2
k

2
k

k

2
k2

1 ζωζ −= ∑ &  (40) 

οπότε οι εξισώσεις κίνησης για τις συντεταγµένες ζk είναι 
 

0k
2
kk =+ ζωζ&& .  (41) 

 
Οι εξισώσεις (41) έχουν τις λύσεις, 
 

ti
kk

keC ωζ −=  (42) 

 
Κάθε νέα συντεταγµένη ζk είναι περιοδική συνάρτηση η οποία περιλαµβάνει µια µόνο συχνότητα 
συντονισµού. Γι αυτό το λόγο οι συντεταγµένες ζk καλούνται κανονικές συντεταγµένες του 
συστήµατος. Κάθε κανονική συντεταγµένη αντιστοιχεί σε µια ταλάντωση του συστήµατος µε µια 
µόνο συχνότητα και αυτές οι ξεχωριστές ταλαντώσεις αναφέρονται σαν κανονικοί τρόποι 
ταλάντωσης (normal modes of vibration). Όλα τα σώµατα (του συστήµατος) σε κάθε κανονικό 
τρόπο ταλάντωσης ταλαντούνται εν φάσει και µε την ίδια συχνότητα. Οπότε η πλήρης κίνηση του 
συστήµατος θα είναι το άθροισµα των κανονικών τρόπων ταλάντωσης ζυγισµένων µε το 
κατάλληλο πλάτος και παράγοντα φάσης που εµπεριέχονται στο Ck. 
 
Παράδειγµα. ∆ιπλό εκκρεµές (συνέχεια). 
      Οι κανονικές συντεταγµένες του προβλήµατος βάσει των σχέσεων ορισµού (31) ή (32)  θα 
έχουν τη µορφή, 
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όπου η1=θ και η2=φ, και οι συνιστώσες των πλατών aij δίδονται από τις (25) και (26). Οπότε η (43) 
γράφεται αναλυτικά, 
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τις οποίες λύνουµε ως προς ζ1 , ζ2, 
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Μπορούµε να επαληθεύσουµε τις (38) και (39), αντικαθιστώντας τις (44) στις (17) και (16). 
Πράγµατι βρίσκουµε για τη κινητική ενέργεια, (17), 
 

2
22

12
12

1T ζζ && +=  

 
και παροµοίως για τη δυναµική ενέργεια, (16), 
 

2
2

2
22

12
1

2
12

1V ζωζω +=  

 
 και τελικά η Langrangian γράφεται συναρτήσει των κανονικών συντεταγµένων ζ1 , ζ2, 
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1 ζωζωζζ +−+= &&  
 
δηλ. επαληθεύεται η έκφραση (40). 
 
Παράδειγµα: Ταλαντώσεις σωµατιδίων σε τεντωµένη χορδή. 
      Θεωρούµε χορδή, µήκους (n+1)l, η οποία τεντώνεται στα άκρα της από τάση F (εφαρµοζόµενη 
κατά µήκος της χορδής). Υποθέτουµε ότι κατά µήκος της χορδής έχουν τοποθετηθεί n ίσες µάζες 
m ανά ίσα διαστήµατα l. Θεωρούµε κατ’ αρχήν µόνο τις εγκάρσιες µετατοπίσεις των σωµατιδίων 
τη χορδής, y1,y2,…,yn, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4. 
 
 
 
 
      Σχήµα 4  Στιγµιότυπο τεντωµένης  
      χορδής σε εγκάρσια µετατόπιση. 
 
 
 
 
Η κινητική ενέργεια των σωµατιδίω
 

T =

 
Για να υπολογίσουµε τη δυναµική ε
σωµατιδίων j και j+1 είναι l. Ότ

σωµατίδια j και j+1 θα απέχουν µ

παραστατικά στο Σχήµα 5. Η απόστ
 

 ll 2
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2 1)yy(s +=−+= +

 
άρα η επιµήκυνση της χορδής µεταξ
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ν της χορδής είναι  

)y....yy(m 2
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2
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1 &&& +++ . (46) 

νέργεια, θεωρούµε ότι το αρχικό µήκος της χορδής µεταξύ των 
αν µετατοπιστεί η χορδή από τη θέση ισορροπίας της, τα 

εταξύ τους απόσταση 2
i1j

2 )yy(s −+= +l , όπως φαίνεται 

αση αυτή γράφεται 
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ύ των σωµατιδίων j και j+1 είναι 
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j1j )yy( −≅ +l

δl
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      Σχήµα 5  Εγκάρσια µετατόπιση των γειτονικών  
                       σωµατιδίων j και  j+1 
 
 
 
 
 
Το έργο που δαπανάται για την επιµήκυνση αυτή ισο

1jy(≅ +l
l

2
F Fδ

(το οποίο αποθηκεύεται στη χορδή σαν δυναµική ενέ
όλων των τµηµάτων της χορδής βρίσκουµε τη δυναµι
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όπου θεωρούµε y0=yn+1=0 (πακτωµένη χορδή κατά τα

Αξίζει να σηµειωθεί ότι στο συνεχές όριο: n→∞ και l→

γράφεται  dxy)(s 22yy j1j  11 ′+→+= −+

ll  και καταλ

όριο, όπως θα δούµε σε άλλο κεφάλαιο]  

Από τις (46) και (47) υπολογίζουµε τις εξισώσεις Lan
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(όπου y0=yn+1=0). Για την επίλυση του συστήµατος
δοκιµάζουµε λύσεις της µορφής, 

yi = Ai e-iωt 
 
και αντικαθιστώντας στο σύστηµα (48) παίρνουµε, 
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m
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l
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ύται µε 

2
j )y−  

ργεια). Οπότε, προσθέτοντας τις συνεισφορές 
κή ενέργεια της χορδής, 

])yy(... 2
n1n −+ +  (47) 

 άκρα της). 

 
0, η απόσταση µεταξύ των σωµατιδίων j και j+1 

ήγουµε σε ανάλογη έκφραση της (47) στο συνεχές 

 
grange των σωµατιδίων της χορδής, 

)y

)

)

1n

3

2

+

 (48) 

 των οµογενών διαφορικών εξισώσεων (48), 

(49) 

)2 21 ΑΑ +  
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(όπου Α0=Αn+1=0) . Ακόµη το σύστηµα γράφεται, 
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όπου lm

F
οω =2 . Υπολογίζουµε τις ιδιοσυχνότητες ω και τα πλάτη Αi, επαγωγικά.  

 
Για n=1 (εφόσον Α0=Α2=0) βρίσκουµε: , άρα .  0)2( 22 =− ωω ο

22 2 οωω =

0Για n=2, οι εξισώσεις (50) δίδουν τη χαρακτηριστική εξίσωση: οπότε 

βρίσκω τις λύσεις:  και . Αντικαθιστώντας τη λύση  στις (50) παίρνω: 

Α

)2( 4222 =−− οο ωωω , 
22
οωω = 22 3 οωω = 22

οωω =

1:Α2=1, ενώ η λύση  δίδει τα πλάτη: Α22 3 οωω = 1:Α2= −1. 

 
 
 
 

Σχήµα 6   Οι κανονικοί τρόποι 
ταλάντωσης χορδής µε n διάκριτα 
σωµατίδια ίσων µαζών, για n=1,2,3   

                Οι µαύροι κύκλοι παριστάνουν 
                 σωµατίδια που παραµένουν ακίνητα. 
 
 
 
 
 
 
 
Για n=3, οι (50) οδηγούν στη χαρακτηριστι
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και αναπτύσσοντας την ορίζουσα παίρνοµε
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κή εξίσωση:  
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 την εξίσωση, 
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0)2(2)2( 224322 =−−− ωωωωω οοο  

 
απ’ όπου βρίσκοµε τις ρίζες της κυβικής εξίσωσης όπως και τα αντίστοιχα πλάτη, 
 

22
1 )22( οωω −= , πλάτη:  Α1:Α2:Α3 = 1: 2 :1 

22
2 2 οωω = ,   πλάτη:  Α1:Α2:Α3 = 1: 0 :−1 

22
3 )22( οωω += , πλάτη:  Α1:Α2:Α3 = 1:− 2 :1, 

 
και ούτω καθεξής µπορεί να συνεχιστεί ο υπολογισµός για n=4,5,… Στο Σχήµα 6 απεικονίζονται 
οι τρόποι ταλάντωσης της χορδής για n=1,2,3. 
 
 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ:  ΣΕΙΡΑ 3 
 

1. Θεωρήσατε ένα γραµµικό συµµετρικό τριατοµικό µόριο µε µάζες m, Μ, και m. Θεωρούµε 
µόνο τις διαµήκεις ταλαντώσεις του µορίου, δηλ. τα άτοµα µπορούν να κινούνται µόνο 
κατά µήκος του άξονα του µορίου (τον οποίο να λάβετε σαν άξονα x). Το δυναµικό 
αλληλεπίδρασης µεταξύ των ατόµων µπορεί να προσεγγιστεί από ένα ελατήριο σταθεράς 
k. Στη θέση ισορροπίας τα άτοµα απέχουν µεταξύ τους απόσταση l (τα ακραία άτοµα δεν 
είναι πακτωµένα). Βρείτε τις ιδιοσυχνότητες, τα ιδιοδιανύσµατα, και τις κανονικές µορφές 
ταλάντωσης του µορίου. ∆ώσατε και µια φυσική εικόνα για κάθε κανονική µορφή 
ταλάντωσης του µορίου 

2. Να διαγωνοποιηθεί ο τανυστής:  
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(Υπόδειξη: η χαρακτηριστική εξίσωση µπορεί να παραγοντοποιηθεί) 
 

3. Στο πρόβληµα των δύο συζευγµένων εκκρεµών, η κινητική ενέργεια και η δυναµική 

ενέργεια είναι, αντίστοιχα: )(T 2
2

2
12

1 θθ && +=  και )k2(V 21
2
2

2
12

1 θθθθ −+= , όπου k µια σταθερά. 

Βρείτε τις ιδιοσυχνότητες, τα ιδιοδιανύσµατα, και τις κανονικές µορφές ταλάντωσης του 
συζεγµένου συστήµατος. ∆ώσατε και µια φυσική εικόνα για κάθε κανονική µορφή 
ταλάντωσης. 
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