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Άσκηση 5.1 Αποδείξτε με εις άτοπο απαγωγή ότι:
Εάν x, y ∈ R και y ≤ x+ ϵ για κάθε ϵ > 0, ϵ ∈ R, τότε y ≤ x.
αʹ. Γράψτε την απόδειξη σε στρωτά μαθηματικά ελληνικά.

βʹ. Διατυπώστε την πρόταση σε τυπική γλώσσα και αποδείξτε ότι η άρνηση της πρότασης συνε-
πάγεται μία αντίφαση.

Άσκηση 5.2 Ορίστεmn, γιαm,n ∈ N0, αναδρομικά με

m0 = 1 και mn+1 = mnm.

Θεωρώντας γνωστές τις ιδιότητες της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού, δείξτε, με κατάλ-
ληλα επαγωγικά επιχειρήματα, ότι

αʹ. mn+r = mnmr

βʹ. mnr = (mn)r

γʹ. (mn)r = mrnr

Άσκηση 5.3 Έστω α ∈ R, β ∈ R με α+ β > 0. Αποδείξτε ότι για κάθε n ∈ N0:

αn + βn

2
≥

(
α+ β

2

)n

.

Άσκηση 5.4 Δείξτε με επαγωγή ότι για κάθε n ∈ N:

αʹ. 13 + 23 + ...+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
= (1 + 2 + ...+ n)2

βʹ. 1 · 1! + 2 · 2! + ...+ n · n! = (n+ 1)!− 1

Άσκηση 5.5 Αποδείξτε ότι για κάθε n ∈ N:

αʹ. 1 · 2 + 2 · 3 + ...+ n · (n+ 1) =
1

3
n(n+ 1)(n+ 2)

βʹ. q + q2 + ...+ qn = q
1− qn

1− q
, όπου q ∈ R, q ̸= 1
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Άσκηση 5.6 Για ποιους φυσικούς αριθμούς ισχύουν οι ανισότητες

αʹ. n < 2n

βʹ. n! > n

γʹ. 2n ≥ n3 + 1

δʹ. 2n2 < 3n−1

εʹ. n! < (n+1)n
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