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9Ο ΦΥΛΛΑΔΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 
Άσκηση 1: Δείξτε ότι η απεικόνιση 2 2:f →\ \  με ( , ) (2 , )f x y x y=  είναι γραμμική απεικόνιση και βρείτε 
τον ker f . Είναι η f  “1-1”; 
 
Άσκηση 2: Δείξτε ότι η απεικόνιση 3 2:f →\ \  με 3( , , ) (2 , )f x y z x y=  δεν είναι γραμμική. 
 
Άσκηση 3: Βρείτε πίνακα Α στον οποίο αντιστοιχεί η γραμμική απεικόνιση 2 3:f →\ \  με 

( , ) (2 ,3 , )f x y x y y x y= + − . 
 
Άσκηση 4: Εξηγήστε γιατί μια γραμμική απεικόνιση 2 3:f →\ \  δεν μπορεί να είναι “επί”. 
 
Άσκηση 5: Έστω V, W διανυσματικοί χώροι επί ενός σώματος F  και :f V W→  γραμμική απεικόνιση. Αν 
dim dimV W= , τότε δείξτε ότι η f είναι “1-1” αν και μόνο αν η f είναι “επί”. 
 
Άσκηση 6: Βρείτε τον πίνακα που αντιστοιχεί στη γραμμική απεικόνιση η οποία απεικονίζει τα διανύσματα 
(1,0,0) , (0,1,0)  και (0,0,1)  στα διανύσματα (1,5,2,9) , (2,6,4,7) , ( 3,3,7,1) , αντίστοιχα. 
 
Άσκηση 7: Έστω V ένας διανυσματικός χώρος επί ενός σώματος F  και { }1 2 3, ,=

G G G
b b bB  μια διατεταγμένη βάση 

του V. Έστω 1 2 3, , ∈
G G Gv v v V  με: 1 1 2 32= + +

G G GGv b b b , 2 1 3= +
G GGv b b , 3 1 2 32 3= + +

G G GGv b b b . Να βρεθεί μια βάση του 
χώρου 1 2 3, ,G G Gv v v . 
 
Άσκηση 8: Έστω V ένας διανυσματικός χώρος επί ενός σώματος F  και { }1 2 3, ,=

G G G
b b bB  μια διατεταγμένη βάση 

του V. Έστω 1 2 3, , ∈
G G Gv v v V  με: 1 1 3= +

G GGv b b , 2 1 22= +
G GGv b b , 3 1 2 33 2 3= + +

G G GGv b b b . Δείξτε ότι το { }1 2 3, ,G G Gv v v αποτελεί 
βάση του V. 
 
Άσκηση 9: Έστω V ένας διανυσματικός χώρος επί ενός σώματος F  και { }1 2 3, ,=

G G G
b b bB  μια διατεταγμένη βάση 

του V. Έστω 1 2 3, , ∈
G G Gv v v V  με: 1 1 2 32= + +

G G GGv b b b , 2 1 3= +
G GGv b b , 3 1 2 32 3= + +

G G GGv b b b . Έστω επίσης: 1 1 3= −
G G Gw v v , 

2 2 1 3= − +
G G G Gw v v v , 3 1=

G Gw v . Δείξτε ότι 1 2 3 1 2 3, , , ,=
G G G G G Gw w w v v v . 

 
Άσκηση 10: Έστω V, W διανυσματικοί χώροι επί ενός σώματος F  και οι διατεταγμένες βάσεις τους 

{ }1 2 3, ,=
G G G
b b bB , { }1 2 3 4, , ,′ ′ ′ ′ ′=

G G G G
b b b bB  αντίστοιχα. Έστω η γραμμική απεικόνιση :f V W→  με: ( )1 1 2′ ′= +

G G G
f b b b , 

( )2 1 32 ′ ′= +
G G G

f b b b , ( )3 1 2 33 ′ ′ ′= + +
G G G G

f b b b b . Να βρεθούν βάσεις των ker f  και Im f . 

 
Άσκηση 11: Έστω V ένας διανυσματικός χώρος επί ενός σώματος F  και { }1 2 3, ,=

G G G
b b bB  μια διατεταγμένη 

βάση του V. Έστω η γραμμική απεικόνιση :f V V→  με: ( )1 1 2 32 4= + +
G G G G

f b b b b , ( )2 1 2 33= + −
G G G G

f b b b b , 

( )3 1 2 32= − + +
G G G G

f b b b b .  

α) Βρείτε τον πίνακα της f ως προς τη B  και δείξτε ότι υπάρχει η 1f − .  
β) Βρείτε τον πίνακα της 1f −  ως προς τη B . 
 



 

Άσκηση 12: Έστω  η γραμμική απεικόνιση 3 2:AL →\ \  που ορίζεται από τον πίνακα 
1 0 1
2 1 3

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

α) Δείξτε ότι η απεικόνιση είναι “επί”. 
β) Βρείτε ένα διάνυσμα 3∈

G \v  με την ιδιότητα ( ) ( 2, 5)= −
G

AL v  
γ) Βρείτε τον πυρήνα ker( )AL . 
 
Άσκηση 13: Δίνεται ο υπόχωρος { }2( , ) \ 2 0W x y x y= ∈ − =\  του 2\ . 

α) Βρείτε μια βάση του W και τη διάσταση του. 
β) Βρείτε πίνακα 1 2A ×∈\  έτσι ώστε ( )W A=N . 
γ) Βρείτε πίνακα 2 2B ×∈\  έτσι ώστε ( )W B=N . 
δ) Βρείτε γραμμική απεικόνιση 2:f →\ \  έτσι ώστε kerW f= . 
 
Άσκηση 14: Έστω V, W διανυσματικοί χώροι επί ενός σώματος F . Δείξτε ότι εάν { }1 2, , ,=

G G G
… kb b bB  είναι μια 

βάση του V και :f W→B  μια απεικόνιση, τότε υπάρχει ακριβώς μία γραμμική απεικόνιση :L V W→  τέτοια 

ώστε ( ) ( )=
G G
i iL b f b , ∀ ∈

G
ib B . 

 
Άσκηση 15: Δείξτε ότι υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση 3 3:f →\ \  με (1,1,1) (1,0,1)f = , 

(0,1, 1) (2,1,3)f − = , (1,2,1) (1,1,2)f =  και  
α) Βρείτε τον πίνακα Α της απεικόνισης. 
β) Δείξτε ότι η εικόνα της f είναι ένα επίπεδο στον 3\ . 
γ) Βρείτε τον πυρήνα της f 
δ) Βρείτε έναν υπόχωρο V του 3\  διαστάσεως 2 τέτοιον ώστε ( ) Imf V f= . 
ε) Βρείτε ένα διάνυσμα 3∈

G \v  τέτοιο ώστε ( ) (6, 1,5)= −
Gf v . 

στ) Βρείτε έναν υπόχωρο W του 3\  διαστάσεως 2 τέτοιον ώστε η εικόνα ( )f W  να είναι η ευθεία στον 3\  
που ορίζεται από το διάνυσμα (6, 1,5)− . 

 
Άσκηση 16: Εξετάστε αν οι απεικονίσεις που ορίζουν οι παρακάτω πίνακες είναι “1-1” ή “επί”. Επίσης, 
υπολογίστε τον αριστερό ή δεξιό αντίστροφο τους στις περιπτώσεις που αυτοί υπάρχουν. 
 

α)  
1 2
2 4

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,          β)   
0 2
3 1

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,           γ)  [ ]3 2 1C = − ,           δ)  
3 0 2 1
1 0 1 1

D ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
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