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Θέµατα
(∆ικαιολογείστε πλήρως όλες τις απαντήσεις σας)

Θέµα 1 (1.6 µον.) Να αποδειχθεί ότι, µε την έννοια των κατανοµών, ισχύει η ακόλουθη σχέση

x2 sin x δ′′′(x) + 6 δ(x) = 0 ,

όπου δ(x) η κατανοµή Dirac µε πόλο στο 0.

Θέµα 2 (2 µον.) ∆ίνεται το ακόλουθο πρόβληµα συνοριακών τιµών (ΠΣΤ)

u′′(x) + u′(x) = 0 , u′(0) − u(1) = 1 , u′(1) = 0 .

(α) Να κατασκευασθεί η συνάρτηση Green του παραπάνω ΠΣΤ.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την συνάρτηση Green που ϐρήκατε να λυθεί το παραπάνω ΠΣΤ.

Θέµα 3 (1.6 µον.) ∆ίνεται το συναρτησιακό

J(y) =

∫ 1

0
(y′ 2 + 4x y) dx .

(α) Να ϐρεθούν τα ακρότατα του J τα οποία ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες y(0) = 0,

y(1) = 0.

(ϐ) Να ϐρεθεί η συνάρτηση Hamilton που αντιστοιχεί στην συνάρτηση Lagrange L(x, y, y′) =
y′ 2 + 4x y και να διατυπωθούν οι εξισώσεις Hamilton.

Θέµα 4 (1.6 µον.) ∆ίνεται το συναρτησιακό

J(y) =

∫ π/4

0
(y2

− y′ 2) dx .

Να ϐρεθούν τα ακρότατα του J µε συνοριακή συνθήκη y(0) = 1 στο αριστερό άκρο x = 0, και

ελεύθερη συνοριακή συνθήκη στο δεξί άκρο x = π/4.

Θέµα 5 (1.6 µον.) Κάνοντας χρήση της ϑεωρίας των κανονικών διαταραχών να ϐρεθεί µια προσεγγι-

στική λύση διαταραχών µε δυο όρους για το ακόλουθο πρόβληµα αρχικών τιµών (ΠΑΤ)

y′(x) = −y(x) + ε x y(x)2 , y(0) = 1 , 0 < ε ≪ 1 .

Θέµα 6 (1.6 µον.) ∆ίνεται το ακόλουθο ΠΣΤ

ε y′′(x) + y′(x) + ey(x) = 0 , y(0) = y(1) = 0 , 0 < ε ≪ 1 .

Υποθέτοντας ότι υπάρχει οριακό στρώµα µόνο κοντά στο x = 1, και κάνοντας χρήση της ϑε-

ωρίας των ιδιόµορφων διαταραχών να ϐρεθούν οι κύριοι όροι τάξης µεγέθους στην εξωτερική

και εσωτερική προσεγγιστική λύση καθώς και να επιτευχθεί συναρµογή και µίξη των δυο αυτών

προσεγγιστικών λύσεων.

Εύχοµαι κάθε επιτυχία


