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Θέµατα
(∆ικαιολογείστε πλήρως όλες τις απαντήσεις σας)

Θέµα 1 (2.5 µον.) ΄Εστω τελεστής T : R4 → R4 που δίνεται από τον τύπο

T (x1, x2, x3, x4) = (x1 + x2 , x2 , x3 + x4 , x4).

(α) Να ϐρεθούν οι υπόχωροι ker T και Im T του R
4 και να χαρακτηρισθεί ο T ως

προς την αντιστρεψιµότητα.

(ϐ) Να ϐρεθούν οι υπόχωροι ker (T −Id) και Im (T −Id) του R4, όπου Id : R4 → R4,

η ταυτοτική απεικόνιση. Είναι ‘‘1-1’’ απεικόνιση η T − Id, και γιατί ;

(γ) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του T .

Θέµα 2 (2.5 µον.) ∆ίνεται τελεστής T : R3 → R3 µε τύπο

T (x1, x2, x3) = (x1 + x2 + 3 x3 , x2 , 2 x3).

(α) Να ϐρεθεί ο πίνακας του T στην συνηθισµένη ϐάση του R3, καθώς και το χαρα-

κτηριστικό πολυώνυµο του T .

(ϐ) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές του T και να ϐρεθεί µια ϐάση Jordan για τον T .

(γ) Να ϐρεθεί η κανονική µορφή Jordan ( που αντιστοιχεί στη ϐάση Jordan που

ϐρήκατε στο προηγούµενο υποερώτηµα ) καθώς και ο πίνακας οµοιότητας για τον T .

Θέµα 3 (2.5 µον.) ΄Εστω A µιγαδικός πίνακας 4 × 4 τέτοιος που A3 − A2 = A − I. ΄Αν ο A

δεν είναι διαγωνοποιήσιµος, τότε

(α) Να ϐρεθούν τα πιθανά ελάχιστα πολυώνυµα m(z) του A.

(ϐ) Να δωθούν οι πιθανές κανονικές µορφές Jordan του πίνακα A.

Θέµα 4 (2.5 µον.) ∆ίνεται τελεστής T : C3 → C3 µε τύπο

T (z1, z2, z3) = (a z2 , b z1 , c z3) , a, b, c ∈ C.

(α) Να ϐρεθεί ο συζυγής τελεστής T ∗. Ποιές συνθήκες πρέπει να ικανοποιούν οι

παράµετροι a, b, c έτσι ώστε ο τελεστής T να είναι αυτο-συζυγής ;

(ϐ) Να ϐρεθεί η τετραγωνική ϱίζα του ϑετικού τελεστή T ∗ T .

(γ) Να ϐρεθεί τελεστής S τέτοιος που T = S
√

T ∗ T , και να δειχθεί ότι ο S είναι

ισοµετρία.

Καλή επιτυχία
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Ενδεικτικές απαντήσεις στα ϑέµατα

Θέµα 1

α) Ζητείται να ϐρεθούν οι υπόχωροι ker T και Im T δηλ.

ker T = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 τέτοια που T (x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0)}

και

ImT = {y ∈ R
4 τέτοια που ∃x ∈ R

4 έτσι ώστε T x = y}
και να χαρακτηρισθεί ο τελεστής T ως προς την αντιστρεψιµότητα.

(Α΄ τρόπος, δίχως την επιλογή συγκεκριµένης ϐάσης)

Για να ϐρούµε τον υπόχωρο ker T : Από τον ορισµό του τελεστή T ,

T (x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0) ⇒ (x1 + x2 , x2 , x3 + x4 , x4) = (0, 0, 0, 0) ⇒
x1 + x2 = 0 και x2 = 0 και x3 + x4 = 0 και x4 = 0

Οπότε ϑα πρέπει x1 = x2 = x3 = x4 = 0 που σηµαίνει ότι ker T = {(0, 0, 0, 0)}. ΄Αρα ο τελεστής T

είναι ‘‘1-1’’ απεικόνιση.

Για να ϐρούµε τον υπόχωρο Im T : Από την ϑεωρία γνωρίζουµε ότι για έναν τελεστή T οι προτάσεις

• ο T είναι ‘‘1-1’’ απεικόνιση

• ο T είναι ‘‘επί’’ απεικόνιση

• ο T είναι αντιστρέψιµη απεικόνιση

είναι ισοδύναµες µεταξύ τους. Οπότε ο T είναι και ‘‘επί’’ απεικόνιση. Συνεπώς Im T = R
4.

Αλλιώς (άν δεν ϑυµόµαστε την προηγούµενη ισοδυναµία), από το ϑεώρηµα της διάστασης γνω-

ϱίζουµε ότι

dim R
4 = dim ker T + dim Im T (1)

Είναι προφανές ότι dimR
4 = 4 και dimker T = 0. Οπότε από την σχέση (1) έχουµε ότι dim Im T = 4

και επειδή Im T ⊆ R
4, αναγκαστικά έχουµε ότι Im T = R

4. ∆ηλαδή ο T είναι ‘‘επί’’ απεικόνιση.

Και οι δυό αιτιολογήσεις µας οδηγούν προφανώς στο συµπέρασµα ότι ο T είναι και αντιστρέψιµη

απεικόνιση.

(Β΄ τρόπος, επιλέγοντας συγκεκριµένη ϐάση)

Ο πίνακας του τελεστή T στη συνηθισµένη ϐάση {e1, e2, e3, e4} του R
4 έχει τη µορφή

[T ]{e} =









1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1









Για να ϐρούµε τον υπόχωρο ker T : Για το παρακάτω οµογενές γραµµικό σύστηµα έχουµε ότι









1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

















x1

x2

x3

x4









=









0
0
0
0









⇔
x1 + x2 = 0

x2 = 0
x3 + x4 = 0

x4 = 0

⇒
x1 = 0
x2 = 0
x3 = 0
x4 = 0

δηλαδή η µοναδική λύση είναι η µηδενική. ΄Αρα ker T = {(0, 0, 0, 0} και συνεπώς ο T είναι ‘‘1-1’’

απεικόνιση.
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Για να ϐρούµε τον υπόχωρο Im T : Για το παρακάτω γραµµικό σύστηµα έχουµε ότι









1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

















x1

x2

x3

x4









=









y1

y2

y3

y4









⇔
x1 + x2 = y1

x2 = y2

x3 + x4 = y3

x4 = y4

⇒
x1 = y1 − y2

x2 = y2

x3 = y3 − y4

x4 = y4

δηλαδή για κάθε y1, y2, y3, y4 ∈ R υπάρχει µια λύση για το παραπάνω σύστηµα, οπότε το τυχαίο

y ∈ ImS είναι της µορφής y1 e1 + y2 e2 + y3 e4 + y4 e4, άρα Im T = R
4 και συνεπώς ο T είναι ‘‘επί’’

απεικόνιση.

Η παραπάνω ανάλυση µας πληροφορεί ότι ο T είναι αντιστρέψιµη απεικόνιση. Στο συµπέρασµα

αυτό οδηγούµαστε άµεσα και µετά από τον υπολογισµό της ορίζουσας του πίνακα του τελεστή T που

είναι ίση µε 1 6= 0.

ϐ) Ζητείται να ϐρεθούν οι υπόχωροι ker S και Im S όπου S = T − Id δηλ.

ker S = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 τέτοια που S(x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0)}

και

Im S = {y ∈ R
4 τέτοια που ∃x ∈ R

4 έτσι ώστε S x = y}
και να χαρακτηρισθεί ο τελεστής S ως προς την αντιστρεψιµότητα.

Πρώτα ϐρίσκουµε τον τύπο του τελεστή S. ΄Εχουµε

S(x1, x2, x3, x4) = (T − Id)(x1, x2, x3, x4)

= T (x1, x2, x3, x4) − Id(x1, x2, x3, x4)

= (x1 + x2 , x2 , x3 + x4 , x4) − (x1, x2, x3, x4)

= (x2, 0, x4, 0).

(Α΄ τρόπος, δίχως την επιλογή συγκεκριµένης ϐάσης)

Για να ϐρούµε τον υπόχωρο ker S: Από τον ορισµό του τελεστή S,

S(x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0) ⇒ (x2 , 0 , x4 , 0) = (0, 0, 0, 0) ⇒
x2 = x4 = 0 και x1, x3 αυθαίρετοι πραγµατικοί

Οπότε ο υπόχωρος ker S παράγεται από τα διανύσµατα (1, 0, 0, 0) και (0, 0, 1, 0), δηλ. ker S =
{ a(1, 0, 0, 0) + b(0, 0, 1, 0), a, b ∈ R } και είναι γενικά διαφορετικός από {(0, 0, 0, 0)}. Οπότε ο τε-

λεστής S δεν είναι ‘‘1-1’’ απεικόνιση και άρα δεν είναι και αντιστρέψιµη.

Για να ϐρούµε τον υπόχωρο Im S: ΄Εχουµε

S(x1, x2, x3, x4) = (y1, y2, y3, y4) ⇒ (x2, 0, x4, 0) = (y1, y2, y3, y4)

Οπότε όλα τα (y1, y2, y3, y4) ∈ ImS έχουν την µορφή κ(1, 0, 0, 0)+λ(0, 0, 1, 0), δηλαδή Im S = ker S.

(Β΄ τρόπος, επιλέγοντας συγκεκριµένη ϐάση)

Αφήνεται στον αναγνώστη.

γ) Ζητείται να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του τελεστή T . Επειδή Im S = ker S τότε για το

τυχαίο διάνυσµα x ∈ R
4, έχουµε S x ∈ ImS άρα και S x ∈ ker S και οπότε S2x = 0, ∀x ∈ R

4,

δηλαδή S2 = 0 και επειδή S = T − Id έχουµε ότι (T − Id)2 = 0 και συνεπώς το ελάχιστο πολυώνυµο

m(z) του T είναι m(z) = (z − 1)2.

Αλλιώς, ο πίνακας του τελεστή T είναι σε µορφή Jordan µε µοναδική ιδιοτιµή 1 και µε µέγιστο

υπο-block Jordan διάστασης 2 × 2, οπότε το ελάχιστο πολυώνυµο είναι m(z) = (z − 1)2.
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Θέµα 2

α) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης T στη συνηθισµένη ϐάση του R
3 ϐρίσκεται ως εξής :

T (1, 0, 0) = (1, 0, 0) , (2)

T (0, 1, 0) = (1, 1, 0) , (3)

T (0, 0, 1) = (3, 0, 2) . (4)

Οπότε

[T ]{e} =





1 1 3
0 1 0
0 0 2



 = A

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας A είναι άνω τριγωνικός, άρα οι ιδιοτιµές ϐρίσκονται πάνω στην κύρια δια-

γώνιο µε αλγεβρική πολλαπλότητα η κάθε µία ίση µε τις ϕορές που εµφανίζεται στην κύρια διαγώνιο.

Οπότε υπάρχουν δύο ιδιοτιµές οι λ1 = 1 µε αλγεβρική πολλαπλότητα 2 και η οι λ2 = 2 µε αλγεβρική

πολλαπλότητα 1.

΄Αρα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο χ(z) του τελεστή T είναι

χ(z) = (z − 1)2 (z − 2)

ϐ) Για την εύρεση της ϐάσης Jordan έχουµε:

Ιδιοτιµή λ1 = 1: Υπολογισµός (γενικευµένων) ιδιοδιανυσµάτων









1 1 3
0 1 0
0 0 2



 −





1 0 0
0 1 0
0 0 1













x1

x2

x3



 =





0
0
0



 ⇒





0 1 3
0 0 0
0 0 1









x1

x2

x3



 =





0
0
0



 ⇒
x2 + 3x3 = 0

0 = 0
x3 = 0

Οπότε ϑα πρέπει x2 = x3 = 0 και x1 αυθαίρετος πραγµατικός διαφορετικός του 0. ΄Αρα, χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας, ένα ιδιοδιάνυσµα της ιδιοτιµής 1 είναι το

u1 = (1, 0, 0)

Για τον υπολογισµό ενός γενικευµένου x2 ιδιοδιανύσµατος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 έχουµε




0 1 3
0 0 0
0 0 1









x′
1

x′
2

x′
3



 =





1
0
0



 ⇒
x′

2 + 3x′
3 = 1
0 = 0

x′
3 = 0

⇒
x′

2 = 1
0 = 0

x′
3 = 0

Οπότε ϑα πρέπει x′
1 αυθαίρετος πραγµατικός, x′

2 = 1, και x3 = 0. ∆ηλαδή έχουµε ένα νέο, (γενικευ-

µένο) ιδιοδιάνυσµα το

u2 = (0, 1, 0)

Ιδιοτιµή λ2 = 2: Υπολογισµός ιδιοδιανύσµατος









1 1 3
0 1 0
0 0 2



 −





2 0 0
0 2 0
0 0 2













y1

y2

y3



 =





0
0
0



 ⇒





−1 1 3
0 −1 0
0 0 0









y1

y2

y3



 =





0
0
0



 ⇒

−y1 + y2 + 3y3 = 0
−y2 = 0

0 = 0
⇒

y1 = 3y3

y2 = 0
0 = 0

Οπότε ϑα πρέπει y3 αυθαίρετος πραγµατικός όχι µηδέν, y2 = 0, και y1 = 3y3 και συνεπώς το

ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ2 = 2 είναι το

u3 = (3, 0, 1)

Συνοψίζοντας έχουµε κατασκευάσει µια ϐάση Jordan για τον τελεστή T , η οποία αποτελείται από τα

ιδιοδιανύσµατα {u1, u2, u3}.
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γ) Για την κανονική µορφή Jordan που αντιστοιχεί στην ϐάση {u1, u2, u3} έχουµε:

T u1 = u1

T u2 = u1 + u2

T u3 = 2u3

΄Αρα η κανονική µορφή Jordan του τελεστή T έχει την µορφή

[T ]{J} =

u1 u2 u3

u1

u2

u3





1 1 0
0 1 0
0 0 2





και ο πίνακας οµοιότητας (ή αλλαγής ϐάσης) δίνεται από τον πίνακα

P =





1 0 3
0 1 0
0 0 1





ο οποίος παράγεται ϐάζοντας για στήλες τα γενικευµένα ιδιοδιανύσµατα που ϐρήκαµε προηγουµένως

και έτσι έχουµε

[T ]{e} = P [T ]{J} P−1
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Θέµα 3

α) Ζητείται να ϐρεθούν τα πιθανά ελάχιστα πολυώνυµα m(z) για έναν µιγαδικό πίνακα 4× 4 που

A3 − A2 = A − I (5)

και ο οποίος δεν είναι διαγωνοποιήσιµος.

Γενικά υπάρχουν τρεις περιπτώσεις για τα ελάχιστα πολυώνυµα: η δράση τους στον τελεστή T να

αντιστοιχεί στην συνθήκη γραµµικής εξάρτησης των παρακάτω διανυσµατικών χώρων πινάκων

(i) {I,A}
(ii) {I,A,A2}

(iii) {I,A,A2, A3}

Η πρώτη περίπτωση απορρίπτεται γιατί οδηγεί σε διαγωνοποιήσιµο πίνακα (πολλαπλάσιος του µονα-

διαίου πίνακα), οπότε αρκεί να εξετάσουµε τις περιπτώσεις (ii) και (iii).

Περίπτωση (ii)

Το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το µονικό πολυώνυµο

m(z) = z2 + a1z + a0

οπότε έχουµε m(A) = 0 δηλ.

A2 + a1A + a0I = 0 ⇒ A3 + a1A
2 + a0A = 0

(5)⇒ (a1 + 1)A2 + (a0 + 1)A − I = 0

Θα πρέπει a1 + 1 6= 0 γιατί στην αντίθετη περίπτωση ο πίνακας ϑα ήταν διαγωνοποιήσιµος, οπότε

έχουµε

A2 + a1A + a0I = 0
(a1 + 1)A2 + (a0 + 1)A − I = 0

⇒ A2 + a1A + a0I = 0

A2 + a0+1
a1+1A − 1

a1+1I = 0
⇒ A2 + a1A + a0I = 0

a1 = a0+1
a1+1 , a0 = − 1

a1+1

⇒

A2 + a1A + a0I = 0
(a0 + 1)2(a0 − 1) = 0, a1 = −( 1

a0
+ 1)

⇒ A2 + a1A + a0I = 0
a0 = −1, a1 = 0 ή a0 = 1, a1 = −2

οπότε για την περίπτωση (ii) έχουµε δυο πιθανά ελάχιστα πολυώνυµα

m1(z) = (z − 1)2 m2(z) = (z − 1)(z + 1)

Το m2(z) απορρίπτεται γιατί οδηγεί σε πίνακα διαγωνοποιήσιµο, οπότε µας µένει µέχρι τώρα το m1(z)

Περίπτωση (iii)

Εύκολα ϐρίσκουµε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το

m3(z) = (z − 1)2(z + 1)

που δεν είναι άλλο από το µονικό πολυώνυµο που προκύπτει από την (5).

Συνοψίζοντας έχουµε ϐρεί δυο πιθανά ελάχιστα πολυώνυµα, τα m1 και m3
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ϐ) Ζητείται για κάθε ένα από τα προηγούµενα πιθανά ελάχιστα πολυώνυµα να δωθούν οι πιθανές

κανονικές µορφές Jordan

Για το m1 = (z − 1)2:

Η µοναδική ιδιοτιµή του A είναι 1 και το µέγιστο Jordan υπο-block είναι διάστασης 2 × 2, οπότε

έχουµε δύο πιθανές κανονικές µορφές Jordan για τον A:









1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1









ή









1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









.

Για το m3 = (z − 1)2(z + 1):
Οι ιδιοτιµές του A είναι 1,−1 και το µέγιστο Jordan υπο-block που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 είναι

διάστασης 2 × 2, ενώ το µέγιστο Jordan υπο-block που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −1 είναι διάστασης

1 × 1 οπότε έχουµε τις εξής κανονικές µορφές Jordan για τον A:









1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1









ή









1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0

0 0 0 −1









.
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Θέµα 4

΄Ενα σηµείο που χρίζει ιδιαίτερης προσοχής στο ϑέµα αυτό είναι ότι µας δίνεται ένας µιγαδικός

διανυσµατικός χώρος και όχι ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος.

α) Μας Ϲητείται να ϐρούµε τον συζυγή τελεστή του τελεστή T και τις συνθήκες που πρέπει να

ικανοποιούν οι µιγαδικές παράµετροι a, b, c έτσι που ο τελεστής T να είναι αυτοσυζυγής.

Εύκολα ϐρίσκουµε ότι ο πίνακας του τελεστή T στην συνηθισµένη και ορθοκανονική ϐάση του

C
3 είναι ο

[T ]{e} =





0 a 0
b 0 0
0 0 c





΄Αρα ο πίνακας του συζυγούς τελεστή T ∗ του T είναι ο

[T ∗]{e} =





0 b̄ 0
ā 0 0
0 0 c̄





όπου µε z̄ συµβολίζουµε τον µιγαδικό συζυγή του z ∈ C. Οπότε εύκολα ϐρίσκουµε ότι ο συζυγής

τελεστής του T δίνεται από τον τύπο

T ∗(z1, z2, z3) = (ā z2, b̄ z1, c̄ z3)

Ο τελεστής T είναι αυτοσυζυγής αν T = T ∗, οπότε ϑα πρέπει οι παράµετροι a, b, c να ικανοποιούν τις

σχέσεις

a = b̄, c = c̄

ϐ) Μας Ϲητείται να ϐρούµε την τετραγωνική ϱίζα του ϑετικού τελεστή T ∗ T . Πρώτα υπολογίζουµε

τον τελεστή T ∗ T . Εύκολα ϐρίσκουµε ότι ο πίνακας τελεστή T ∗ T στην ορθοκανονική ϐάση {e1, e2, e3}
είναι

[T ∗T ]{e} =





bb̄ 0 0
0 aā 0
0 0 cc̄



 =





|b|2 0 0
0 |a|2 0
0 0 |c|2





όπου µε | | συµβολίζουµε το µέτρο ενός µιγαδικού αριθµού, δηλ. |z| =
√

z z̄, z ∈ C. Οπότε έχουµε

T ∗T (z1, z2, z3) = (|b|2z1, |a|2z2, |c|2z3)

΄Αρα η τετραγωνική ϱίζα του τελεστή T ∗T είναι ο

√
T ∗T (z1, z2, z3) = (|b|z1, |a|z2, |c|z3)

και ο πίνακας του τελεστή
√

T ∗T στη ϐάση {e} δίνεται από τη σχέση

[
√

T ∗T ]{e} =





|b| 0 0
0 |a| 0
0 0 |c|





γ) Μας Ϲητείται να ϐρούµε τελεστή S τέτοιο που T = S
√

T ∗T και να αποδείξουµε ότι ο S είναι

ισοµετρία. Στα παρακάτω εργαζόµαστε στην συνηθισµένη ορθοκανονική ϐάση του C
3.

Εύκολα συµπεραίνουµε ότι ο πίνακας του αντίστροφου (
√

T ∗T )−1 του τελεστή
√

T ∗T είναι ο

[(
√

T ∗T )−1]{e} =







1
|b| 0 0

0 1
|a| 0

0 0 1
|c|
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οπότε

[S]{e} = [T ]{e}[(
√

T ∗T )−1]{e} =





0 a 0
b 0 0
0 0 c











1
|b| 0 0

0 1
|a| 0

0 0 1
|c|






=







0 a

|a| 0
b

|b| 0 0

0 0 c

|c|







΄Οπως γνωρίζουµε από την ϑεωρία, µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ο τελεστής S ισοµε-

τρία είναι S∗S = Id. Εύκολα ϐρίσκουµε ότι

[S∗]{e} =







0 b̄

|b| 0
ā

|a| 0 0

0 0 c̄

|c|







και συνακόλουθα

[S∗]{e}[S]{e} =







0 b̄

|b| 0
ā

|a| 0 0

0 0 c̄

|c|













0 a

|a| 0
b

|b| 0 0

0 0 c

|c|






=







bb̄

|b|2
0 0

0 aā

|a|2 0

0 0 cc̄

|c|2






=





1 0 0
0 1 0
0 0 1





άρα S∗S = Id, οπότε ο τελεστής S είναι ισοµετρία.


