Introduction a ’analyse mathématique de la propagation
d’ondes en régime harmonique

JOLY Patrick

Année 1994-95



Chapitre 1

Solutions périodiques de I’équation des ondes. Equation de
Helmholtz

Nous nous intéressons & ’équation des ondes scalaire:

2

Y div (uVu) = f

(1.1) Paiz

ot la donnée f et inconnue u sont des fonctions scalaires de € R" (variable d’espace) et t > 0
(le temps). Nous supposerons que l’équation (1.1) est satisfaite dans tout I’espace et faisons les
hypotheses habituelles sur les coefficients p et 1 :

12) 0<p_<p(x)<py <+oo ppzeRY
1.2

0<p_ <px)<py <400 ppzxeRN

Dans cette partie du cours nous nous intéressons au cas ou la source f(x,t) est une excitation
harmonique en temps, c’est a dire:

(1.3) flz,t) = f(z)e™™" w>0

ou la fonction f(z) est a priori a valeurs complexes. Par définitionw est par la pulsation , elle
correspond & une période temporelle égale a T' = 27 /w

Remarque 1 Par abus d’appellation, on parlera de “fréquence w” du probléme. En toute rigueur
la fréquence v est définie par:

w 1

v=—=—.
2 T

Partant de sources harmoniques (cf (1.3)), il est naturel de rechercher des solutions de (1.1) qui

soient elles-mémes harmoniques c’est a dire de la forme:

(1.4) u(z,t) = u(x)e !

Remarque 2 La formule (1.4) définit a priori une solution de (1.1) & valeurs complexes. Ceci
n’est en fait pas un probleme. Ainsi si f(x) est @ valeurs réelles, la fonction Re(u(zx)e ™) définit
une solution réelle de (1.1) associée a la source f(x)coswt alors que la fonction Im(u(z)e'?)
définit une autre solution réelle de (1.1) associée d la source f(x)sinwt.

Si on injecte (1.4) dans I’équation (1.1), on voit que la fonction u(z) doit étre solution de I’équation
de Helmholtz:
(1.5) —div (uVu) — w?pu = f.
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Il est fondamental de remarquer que:

— dans (1.5), la dépendance en fonction du temps a disparu et a été remplacée par I'introduction

du parametre w > 0 (qui, lui, impose la dépendance en temps). Notons que ’on peut résoudre
(1.5) & w fixé alors que cela n’avait pas de sens de résoudre (1.1) a ¢ fixé!

On a bien siir perdu avec (1.5) la notion de conditions initiales puisque le temps n’apparait
plus. Le lien entre (1.5) et la physique n’est donc pas si évident a priori. Nous verrons qu’en
fait la relation entre le probleme d’évolution (1.5) et le probleme de nature stationnaire (1.5)
passe par le principe d’amplitude limite: la solution de (1.5) représennte 1’état stationnaire
(en toute rigueur atteint au bout d’un temps infini) de la solution du probleme d’évolution
initial.

Péquation (1.5) ressemble & un type d’équation que ’on rencontre également dans la litté-
rature, a savoir les équations de nature elliptique dont un prototype est I’équation (que 1’on
pourrait obtenir & partir de I’équation des ondes (1.1) si on cherchait des solutions de la
forme u(x)e5t):

(1.6) —div (uVu) + s%pu = f, s>0.

La résolution mathématique de (1.6) passe par un probléme variationnel équivalent qui s’écrit
(dés que f appartient & L*(R") par exemple)

(1.7) { Trouver u € H'(RY),/ Yve Hl(RN),/(/.LVUV’U + 52 puv)dx = /fvda:.

1l se trouve que la forme bilinéaire du probleme (1.7) est évidemment coercive dans H'(R") de
telle sorte que le théoreme de Lax-Milgram permet de conclure & l’existence et 'unicité de la
solution. Si on désirait (ce qui n’est pas possible!) résoudre I’équation de Helmholtz dans le méme
cadre fonctionnel, il faudrait passer par le probléme variationnel:

(1.8)

Trouver u € H'(RY)/ Vv e H'(R")
a(w;u,v) = /fvd:r

alw;u,v): = /(,LLVU.VU — w?puv)dz

Or il se trouve que la forme a(w;u,v) n’est plus coercive ni méme positive dans H*(RY). 11 faut
donc passer par 'utilisation d’un nouvel arsenal mathématique pour résoudre le probleme (1.5).
Nous avons ici touché du doigt I'une des difficultés essentielles liées a la résolution de I’équation
de Helmholtz: ’absence de coercivité.

Exercice 1 Démontrer que la forme bilinéaire a(w;u,v) n’est pas positive dans H*(RY).



Chapitre 2

Résolution de I’équation de Helmholtz homogene dans IR’

2.1 L’équation de Helmholtz dans IR’ - cadre fonctionnel

Nous supposons dans ce paragraphe que nous sommes en milieu homogene, c’est & dire que
les fonctions p et u sont constantes ce qui nous permet d’introduire la vitesse de propagation
c= (ﬁ)%. Ainsi, quitte & changer f , I’équation de Helmholtz se réécrit :

p
2
w
2.1 —Au— —u=
1) u=f

En outre, nous nous placerons en dimension N = 3, ce cas présentant le double avantage d’étre
physiquement réaliste (le monde réel est tridimensionnel) et plus facile & résoudre qu’en dimension
2 pour des raisons purement techniques. Ainsi la résolution du méme probléme en dimension
2 nécessiterait, méme si ’on conserve essentiellement la méme démarche, la manipulation de
fonctions spéciales, les fonctions de Hankel en ’occurence, moins familieres que celles que nous
allons rencontrer en dimension 3.

Pour mieux analyser (2.1), nous allons situer le probleme dans le cadre fonctionnel L2. Nous
désignons donc par H 'espace de Hilbert :

(2.2) H = L*(R%C)

muni du produit scalaire usuel :

(2.3) (u,v) = /uﬁ dx

Nous définissons alors l'opérateur non borné dans H défini par:

D(4) = H*(RY)
(2.4)

Au= —Au, Yu€ D(A)
Il est alors facile d’établir le:
Théoréme 1 Lopérateur A défini par (2.4) est non borné, autoadjoint et positif dans H.
Exercice 2 Démontrer le théoréme 1.

A Taide de 'opérateur A nous pouvons réécrire, au moins formellement, I’équation de Helmholtz
(2.1) sous la forme:

w2
(2.5) (A—;I)u:f

Tout se passe comme si on désirait inverser I’opérateur A — ‘2’—:[. La difficulté du probleme apparait
alors clairement grace au:

Théoréme 2 Le spectre o(A) de l'opérateur A est purement continu et égal d lintervalle R™.
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Démonstration : Voir partie “Théorie spectrale” du polycopié. O

En d’autres termes la résolvante p(A) de 'opérateur A, a savoir ’ensemble des nombres com-
plexes z pour lesquels A — 21 est inversible de D(A) dans H, est le plan complexe privé de la demi

droite réelle R™. Il est donc hors de question d’inverser dans ce cadre I'opérateur A — ‘;’—;I . Devant
cette difficulté il convient donc:

1. de définir une bonne notion de solution pour (2.1),

2. de préciser pour quel type de données on va étre capable de résoudre (2.1),

3. de trouver un procédé pour démontrer un résultat d’existence et d’unicité.
Ceci va nous amener a:

(i) rajouter une notion de comportement & 'infini pour définir “la” bonne solution de u. Cela va
en particulier nous amener a élargir I’espace dans lequel nous allons chercher la solution,
(espace qui ne peut plus étre H2(R?) par exemple),

(ii) restreindre I’espace des seconds membres f pour lesquels on sera capable de résoudre (2.1),
(espace qui ne peut plus étre L?(R?)),

(iii) introduire pour résoudre (2.1) la méthode dite d’absorption limite.

2.2 Calcul explicite de la résolvante de 'opérateur A

Pour z n’appartenant pas au spectre de A, en 'occurence z dans C ~ R, il s’agit de calculer
Ra(z) = (A — zI)~! en tant qu’opérateur linéaire continu de L?(R?) dans lui méme. Dans notre
cas il s’agit de résoudre I’équation :

—Au—z2u=f feL*R?
(2.6)

u € L*(R?)
ce qui peut se faire explicitement. On a le:

Théoréme 3 La solution u de (2.6) pour z ¢ RT est donnée par:

eVZ|p —
(2.7) o) = 3= [

ot la racine \/z est l'unique racine carrée de z de partie imaginaire strictement positive.

Démonstration : Utilisons la transformation de Fourier F dans R>:

]:

u(z) = a(f)

définie, lorsque u est dans L'(R?) par:
i(6) = [ulwe e

Nous avons alors (notons que |¢|? — z ne s’annule pas car z ¢ R™):

1(©)

T

(2.8) (&)
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Posons alors:

(2.9) Gz:6) = —— (e *(R%))

ClEP -

et: .
G(z;.) = F G(%.)]

Des propriétés de la transformation de Fourier on déduit que:
(2.10) u=G(z;.)x f

o u * v désigne le produit de condolution (au sens des distributions en général) de u et v. Notons
que:

~AG-:G =6 dans D'(R?)
G(z;.) € L*(R?))
Pour conclure, il suffit de montrer que:

1 )
2.11 ) = izlal
(2.11) G(z; ) e

Iexpression intégrale (2.7) se déduisant alors de (2.10) et du fait que G(2;.) € LY(R?).

Pour établir (2.11), nous commencons par remarquer que comme G(z; &) ne dépend que de || alors
G(z;z) ne dépend que de r = |z|. Plus précisement, il existe une fonction u(r) € L2(R*;r2dr)
telle que:

(2.12) G(z;2) = u(|z])
De plus si on a U(z) = u(|z]),z € RY, on a la formule générale:
d>v N —1du
AU = (T2 N2y )

. . . N-—-1 . .
Alors, en introduisant la nouvelle inconnue v = ™2 w, il vient :

N—1

AU(z) = || 3 (W= DN = 3)

d?v
W(M) - TU(M)

Bien entendu en dimension 3, cette formule se simplifie considérablement et on a simplement
(N =3):
d?v
AU(z) = |z|==(|=
() = Il 5 ()

Nous déduisons donc finalement qu’il existe une fonction v(r) € L2(R™) telle que:

(213) G(zilal) = frole)

ou la fonction v(r) vérifie:

(2.14) % +2zv=0 dans D'(R")
1l existe donc deux constantes A et B telles que:

(2.15) o(r) = AelV?" 4 BemIVET

ol /z est, par convention, I’'unique racine carrée de z dont la partie imaginaire est strictement
positive. Avec cette convention :

lim |e"V*"| =0 (exponentiellement)
r—+00

lim |e*i‘/z”| = +o00
r—+00
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La condition v € L*(R™) impose donc B = 0. Il nous reste & determiner la constante A. Choisissons
alors 1 € D(R?), vérifiant 1(0) = 1 et posons ¥, (x) = 1/1(%) De I’égalité
(2.16) — AG — 2G = § dans D' (R?)

Nous tirons:
< =AG Y, > —2< G, >=1

Or par ailleurs:
< =AG, Y, >=— < G, A, >

de telle sorte que:
| < —AG, ¥y > | <|| G(z,.) [lr2]l Atn |lre

Comme A, = %Aw(z), il vient :
n n

| At [

= 1avCopar
%/I&/)(y)lzdy

Par conséquent :
lim < -AG,v¢, >=0

n—-+o0o

On en déduit que:

1
lim < G,’l,bn >= —;

n—-+o0o

Soit encore

e etVzle| J 1
i [ e Yn(@de = =2
Si nous choisissons ¥(z) de fagon a ce que sup |[¢(z)| = |[¢(0)| = 1, nous notons alors que:

Un(z) = 1p.p. z € R?, |tn(z)] <1
civElal

]

€ L'(R?)

Nous pouvons appliquer le théoreme de Lebesgue pour obtenir:

iv3el
A. / =t
|| z

Or nous avons (en intégrant par parties):

ivzlz| Foo
/—e de = 47r/ eV rdy
|| o .
= 42771— Ooei\/grd’r
ZJo
_ dm 1 4
vz iz oz
De ce calcul nous tirons A = (47)~! et donc (2.11). a

Remarque 3 Le choiz de \/z tel qu’il a été effectué consiste a introduire une coupure dans le plan
complexe C coincidant avec le demi aze réel positif R™, comme illustré sur la figure ci-dessous.
Notons que cette coupure coincide précisément avec le spectre A.
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2.3 Principe d’absorption limite

L’idée consiste a approcher > “E€R par 4z ﬂ:zg € > 0 étant destiné a tendre vers 0 et d’étudier

le passage a la limite
2

w

(2.17) gl_r)% RA(c_2 tie)f

Notons tout d’abord qu’il y a deux facons de se rapprocher de w? > 0 en se déplacant dans
I'ensemble C — R~ : soit par partie imaginaire positive (ce qui correspond & w?/c? + ig), soit par
partie imaginaire négative (ce qui correspond & w?/c? — ie). Le choix “physique” correspond au
principe d’absorption limite et consiste & prendre ‘;’—22 + de. Autrement dit on va s’intéresser & la
limite quand ¢ — 0 de la fonction u® définie par:

2

(2.18) { —Auf — (W—2 +ig)u® = fu® € L*(R?)

c
Ce choix se justifie aisément si on revient & 1’équation des ondes:

1 d%u
Cette équation peut s’approcher par I’équation perturbée:

1 02" ou”

2.20 — — Au" =
(2.20) o T A=

. N . ou” . .
ou 7 est un petit parametre positif. Le terme n—— est bien un terme d’absorption. Par exemple

pour ’équation libre, f = 0, 'identité de ’énergie devient simplement :
d 1 10
(221) 0 [0 5P+ 19uP i)+ [ 15 P =0

ou" . . . .
La présence du terme 17/|W|2da: se traduit donc par la décroissance de I’énergie au cours du

temps: il y a bien absorption au sens physique du terme. On peut d’ailleurs méme démontrer que
la solution du probleme de Cauchy (i.e. associé & f = 0) correspondant & 1’équation des ondes
amortie (2.20) tend vers 0 quand ¢ — +oo.
Par le méme type d’argument on peut obtenir des estimations a priori indépendantes de 7 sur
la solution u" du probléme avec second membre (2.20), estimations qui permettent de démontrer
que la solution u" de (2.20) converge uniformément en temps sur [0, +oo[ vers la solution u de
(2.19) lorsque 7 — 0. Si nous transposons cela & 1’équation de Helmholtz avec fréquence w > 0,
Papproximation de (2.19) par (2.20) équivaut & approcher I’équation de Helmholtz:
2
w
(2.22) — Au — U= f
par I’équation
2
. w
(2.23) = Au" —inwu" — —u" =0
c

ce qui correspond bien & remplacer % par o > +ic avec e = nw > 0.

Remarque 4 On aurait pu aussi faire le choiz d’approcher ’équation (2.19) par:

1 o%u” ou”
2.24 ——— —v—— —AuY =
(2.24) 2o Var A=l >0

ce qui pour Helmholtz revient d approcher “z par “z —ic avec € = vw. Dans ce cas le lerme
v

-V

est un terme de croissance (exponentielle) de I’énergie. On n’a évidemment pas dans ce
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cas convergence uniforme en temps sur [0,+oo[ de u” vers u solution de (2.19) lorsque v — 0.
Bien entendu nos conclusions seraient inversées si on intégrait les équations (2.19), (2.20) et
(2.24) pour les temps négatifs, ce qui reviendrait ¢ changer le sens du temps. En quelque sorte le
principe d’absorption limite permet de “récupérer” le sens du temps, présent dans l’équation des
ondes, mais perdu par l’équation de Helmholtz.

Revenons maintenant au probléme approché (2.18). Pour étudier ce qui se passe lorsque € — 0,
nous allons supposer que le second membre f est & support compact, ce que nous noterons:

(2.25) f e Ly (R?)

En fait, le passage a la limite ne pourrait pas se faire pour tout f dans L2(R3) ainsi que nous
I’avons déja annoncé a la fin de la section 2.1.
Nous savons (section 2.2) que u° est donné par:

(2.26) uw =G * f

ou le noyau G¢(z) est donné par
RV o e L2l

47 |z|

(2.27) Ge(z) =

Il est naturel d’introduire la limite formelle G du noyau G. :

iwm
etv =
A7z

(2.28) G(x)

En effet pour w > 0, la limite de M‘;’—; + ic est égale a . De fagon générale on a:

On peut remarquer dés & présent que le noyau G(z) ne décroit pas exponentiellement lorsque ||
tend vers 400, contrairement a GG., mais seulement en |ar:|_1 ce qui est insuffisant pour le rendre
intégrable, voire méme de carré intégrable, & I'infini. En revanche, G(z) reste localement intégrable
puisque 'on a méme:

(2.29) G e Li,. (R?)

Remarque 5 Soit p > 1, on dit que v est dans Lll)oc (RY) si tout R > 0,u|p, € L?(Bg), Br
désignant la boule de rayon R. Il est alors facile de voir que:

o [P

oc RY)={u:R" - R /Vp e DR"),pu e LP(R")}

q N P N
.quleoc(R )CLloc(R )

P

loc (R?) si et seulement si:

De plus on dira qu’une suite u™ converge vers u dans L
VR>0 wun|py, — Un|p, dans LP(Bg)
ou encore, de facon équivalente :

Yo € D(R?)  @u, — @u dans LP(R?)

Bien évidemment si g > p, la convergence dans L(joc (R?) entraine la convergence dans LIIDOC (R?).

Nous pouvons maintenant préciser la convergence de G. vers G grage au:

2

loc (R?) lorsque e — 0

Lemme 1 G. converge vers G dans L
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Démonstration : En effet, nous avons:
G =G sy~ | 16.(0) = Go)Pda
R

Or pour tout z # 0, Ge(z) — G(z) quand € — 0.
Par ailleurs il est facile de voir que |G.(z)| < |G(z)| (positivité de Im \/i—f +i€) et donc que
|G. — G| < 2|G| comme G est dans L?

2 (R?), le théoreme de Lebesgue permet de conclure. O

Il est maintenant naturel d’introduire la fonction u(z) définie par:
lz—yl
(2.30) /Ga:— dy—/im (y)dy

Notons tout d’abord que u(z) est bien défini en tout point z de R2. En effet soit K le support de
f, lorsque y décrit K, = —y décrit {x — K} qui est un compact, par conséquent :

y— Gz —y) € L*(K)

(puisque G € Lloc (R?)). Comme par ailleurs f € L?(K), la fonction produit :
y = Gz —y)f(y)

est bien intégrable sur K ce qui donne un sens a (2.30). Nous allons maintenant montrer que u°
converge en un certain sens, vers u. Nous montrerons également la convergence des dérivées. Pour
cela nous aurons besoin d’un deuxieme lemme technique facile & démontrer:

Lemme 2 VG € Lloc (R?)%, VG, € Lloc (R?)? pour tout ¢ > 0 et lorsque ¢ — 0, VG, converge
vers VG dans L} (R?*)3.

loc
% |z| (i

4 drfz? Ve a]

qui est localement intégrable en dimension 3 en raison du poids r2dr. L’argument est exactement

le méme pour G.. La convergence de VG, vers VG dans Lioc se fait en utilisant le théoreme de

Lebesgue. Nous omettons les détails. a

Démonstration : Notons que VG(z) = } a une singularité & ’origine en 0(

1
=P

Remarque 6 Le lecteur notera que VG et VG ne sont pas dans Lloc (RB) de méme que les
dérivées secondes de G et G. ne sont pas localement intégrables.
x etelrl

. L 1 o

Exercice 3 Démontrer I’égalité VG(z) = ————(i— — ) au sens des distributions.
dr |z|> > e x|

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme 4 La fonction u appartient d leoc (R3) et est une solution au sens des distributions

de Uéquation de Helmholtz (2.1). De plus u® converge vers u dans Hl200 (R®) ce qui signifie que,

pour tout R >0 :
lim || u® —u [z = 0

Commentaires
— Par définition de l'espace H{, . (R?):
ue HE (R’) ©VYR>0 ulp, € H*(Bg)
& Vo € D(R?), pu € H*(R?)

Notons que Pappartenance & Pespace H2 = (R?) n’impose que la régularité locale de la

loc
solution. En revanche elle ne précise aucun comportement & ’infini (contrairement & ’ap-

partenance de H?(R?)).
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— Dans la démonstration qui suit nous allons utiliser la convergence de u* vers v pour montrer
que u est bien une solution de I’équation de Helmholtz. Une démonstration directe est bien
entendu possible.

Démonstration : Nous la décomposons en quatre étapes:

2

loc (R?). Nous avons si K = suppf C By :

(i) Convergence de u® vers u dans L

() — u(@)| = | /B (G. — G)(& — ) f(w)dy]
g/ (Ge — @) (& — y)|*|(Ge — G)(@ — y)|2|f(y)|Fdy
B,
Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz nous obtenons:
i () — u(@)? < ( /B (6. - G — )dy)( /B (6. - G — )| f()Pdy)

Si maintenant |z| < R, nous avons:

/|(GE—G>(x—y>|dys/ (G2 — G)(y)Idy
B,

BRrta

Par conséquent, pour tout |z| < R
|u*(z) — w(@)” <|| G: = G lpi(Basa) /B (G = G)(a = y)lIf(y)Pdy
Apres intégration sur Bg, nous obtenons:
@3) [ )~ u@Pde <1 G~ G lurpuy [ [ 16— G = )l Py

Mais, en utilisant Fubini :

/ / (Ge — G) (& — )| f(y)Pdedy = / F)PY / (G: — G)(z — y)|dx}dy
B.,J B, B, B,

Comme / |(G: — Q) (& —y)|dz <|| Ge — G ||1(By,.) POUr tout y dans B, il vient:
Br

/B /B (G — Gz — I f ) Pdady <|| G. — G 1o (moll £ 2oy

En reportant dans (2.31) nous obtenons I’estimation :

(2.32) |u® = wllz2(e) < Ge = Gl (Brya) | f Il22,

ce qui démontre en particulier grace au lemme 1 que:
lim || w® —u |2 .
tim || — u [lg2(0)
(ii) Convergence de u® vers u dans Hlloc(R3). Par dérivation sous le signe somme, nous avons
les égalités:

(2.33) Vi (o) = [V6.(a - )i Wiy

(2.34) Vu(o) = [Vl - ) f)dy.
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En réalité, ces égalités doivent étre comprises au sens des distributions. Il n’est pas clair avec
ces formules que Vu(x) et Vu®(x) soient définies en tout point x. Par contre, ce sont des

fonctions de LIZOC(RB). En effet, en raisonnant comme précdemment on obtient :

(2.35) | Vi =V llz2(5ay < VGe = VG lursapa | a2

ce qui, compte tenu du lemme 2, montre que:

;1_[)1(1) || Vu® —Vu “LZ(BR): 0.

(iii) u est solution de I’équation de Helmholtz. En effet soit ¢ dans D(R>) nous avons:

2
w .
< —Auf —(C—2 +ie)u,p >=< f,p >
w2
&S <ut,—A —C—2<p>+ia<u5,cp>:< fHe>.

(2.36)

Or si nous désignons par K le support (compact) de ¢ nous avons:
| <u o> [ <l u 2l @ llre -
Or u® converge dans L2(K) et est donc bornée dans L?(K), il s’ensuit que:
!i_r)% e<ut,p>=0.
Par ailleurs:

| <u® —u,=Ap —wo > | <[l u —ullzm) Ap +w’@ e -

Comme || u* — u ||z2(k) tend vers 0, nous obtenons par passage a la limite dans (2.36):

<u,—Ap —wio >=< f,0 >,
c’est & dire, ceci étant vrai pour tout ¢ dans D(R?):

2
(2.37) — Ay — w—Qu =f dans D'(R?).
¢

(iv) Convergence dans HIQOC(R3). Cette fois on ne peut raisonner comme au point (ii) car les
dérivées secondes de G et G ne sont pas localement intégrables. Nous allons en fait utiliser
les équations satisfaites au sens des distributions par u et u® & savoir:

w?
€ o € —
—Auf — (_02 +ie)u® =f,

2
“Au—-y =f.

c2

(2.38)

Par différence nous obtenons, aprés avoir posé w® = u° — u:

w .
—Aw*® — —zwg = jeu’.
1

Soit alors ¢ € C§°(R?), un rapide calcul montre que:
(2.39) — Afpu) = ¢,
ol ¢ est donnée par:

2
(2.40) Y = L:—2cpw5 — Ap.w® — 2Vp.Vw® +icpuw®.
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Des points (i) et (i) de la démonstration, nous savons que 1. € L*(R?) et que
21_12) ” Ve ||L2(R3): 0.
Supposons maintenant que nous ayons choisi ¢ tel que ¢ = 1 dans Bg, nous avons:

0?w® o? 9
_ < _— € .
/BR|8a:i8x]-| de < /|8a:i8x]- (pw)[ dz

En utilisant le théoreme de Plancherel il vient, en notant cp/\wf la transformée de Fourier de

pwe :
|? 2 owE (€)2
/BR deiow; S /I%I ETRGIR

< [lerew @ e
Mais nous avons |€|2guw? (£) = 1[55(5) par conséquent :
(241) [, 5P <1 2 0
ce qui acheve la démonstration. O

Exercice 4 Démontrer les formules (2.33) et (2.34) au sens des distributions.

La fonction G(z) = est appelée fonction de Green sortante, ou encore solution élémentaire

47 |z|
sortante de ’équation de Helmholtz (2.1). Elle est solution de ’équation :

2
w
(2.42) - AG - —G=4¢ dansD'(R?)
c
Exercice 5 Donner une démonstration directe de l’égalité (2.42).
De méme la solution « de (2.1) que nous avons construite au théoréme 4 (qui constitue donc un
résultat d’existence) est appelée solution sortante de (2.1). Le label “sortant” va étre justifié par

le comportement asymptotique a ’infini de la solution. C’est ’étude de ce comportement asymp-
totique qui va étre précisément ’objet de la prochaine section.

2.4 Comportement asymptotique - Notion de solution sor-
tante

Nous allons nous placer en coordonnées sphériques en posant :
(2.43) =710, r>0,0¢€s5”%
ot 52 désigne la sphere unité de R?
52 ={0cR?/|O| =1}
S? peut se paramétrer par deux angles “polaires”

(2.44) (6,¢) € 10,7] x [0, 27]
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en posant, si (;, f, IZ) désigne le repére cartésien canonique de R?:
(2.45) © =sinf(cosp i +siny J) + cosb k

Rappelons alors la formule :

(2.46) /(p(a:)da: = /0+00{/S2<p(r®)do(®)} rdr

avec en outre, si © = (0, ¢):

(2.47) S2’(/J(("))d(7(@) :/0 /0 ¥ (8, ) sin OdOdp

13

Dans cette section si u désigne la solution de (2.1) donnée par (2.30), nous nous intéressons au
comportement lorsque r — +oo de la fonction r — u(r,0),0 étant fixé. Ce comportement est

précisé par le théoréeme suivant :

Théoreme 5 On a lorsque r — +00 :

tw
ezwc

+0(2),

(2.48) u(r@) = A(O) =

ot Uamplitude asymptotique dans la direction ©, A(©), est donnée par:

(2.19) mmziﬁﬂﬁwwwz—ﬂ4»

N 1
(f désignant la transformée de Fourier de f). De plus la fonction 0(—) est uniforme en © au
7

sens ot il existe une constante C' indépendante de O telle que :

-
e“"?|< C
r T2’

(2.50) lu(r@) — A(O)

Démonstration : Notons que:

|z —yl? =|z]* —2z.y + y/?,

Par conséquent :

2z.
o= ol = lal(1 = T2 4 )2
Quand |z| — 400, nous avons:
zy | lyl* L Ty 1
1-2—=+"5)=1-—+0(+—3)
> fef? > e

De facon plus précise nous pouvons écrire:

2
x.y yl© .1 .y
(1—2—+| | )? 21—W+6(l‘,y),

|z[>  |=f?

ou la fonction e(z,y) vérifie:

C
(2.51) VR>0,3Cr >0 /Vy| <R |e(z,y)| < ﬁ
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Par conséquent :
gL T
.

pi2la—yl — piwll -2y ilzle(a,y)
Compte tenu des propriétés de la fonction e(z,y), nous pouvons écrire:
(2.52) ) = 1 4 (e, y),
ou la fonction n(z,y) vérifie:

e C
(2:53) VE>0.3Ch>0/Vyl SR (o)l < T
De la méme facon nous pouvons écrire:

1

1
(2.54) Tl m(l +v(z,y)),

ol la fonction v(z,y) a les mémes propriétés que la fonction n(z,y) (cf (2.53)). Finalement, nous

obtenons: "
etslz—yl ew e

e

ole

ETY(1+ p(z,y)),

lz—yl 2]

ou p possede la propriété (2.53). Nous tirons alors:

eiu}f efi%G).y
u(r0) = / € )L + p(r0, y)ldy,

r 47

ce que nous pouvons écrire:

(2.55) u(r®) = A(O)

.
elu.)z

. + R(rO®),

ot 'amplitude A(©) est donnée par (2.49) et ou le reste R(r©) est donné par:

iw

(2.56) R(r,0) =%

e%%@.y
/ © T Fy)p(ro, y)dy.

r 47

Le support K de f étant compact, il existe une constante Cx > 0 (cf propriété (2.53)) telle que:

C
Vy e K |p(rO,y)| < TK

Il s’ensuit que:
(257) R(r,0)) < L Ll

dgr? 7
ce qui acheve la démonstration du théoreme. O

Il est intéressant de rapprocher ce comportement asymptotique de la notion d’onde sphérique.
Par définition une onde sphérique est une solution de I’équation de Helmholtz homogene qui
ne dépend que de r = |z|. A l'aide du méme changement de fonction que celui utilisé dans la
démonstration du théoreme 5 on démontre aisément qu’une telle solution est nécessairement de la
forme:

jwr _jwr
ele e Ve

+B
T T

u(r)y=A
et apparait donc comme la somme:
— d’une onde sphérique divergente (ou sortante)

A jer
us = —¢ ¢
T

, v A
(en effet la solution u(r)e™? = =e?% (=Y ogt le produit d’un terme d’amplitude — par une
T T

fonction de r — ¢t qui représente bien une onde se propageant dans le sens r > 0, c’est a dire
une onde divergente ou encore sortante).
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— d’une onde sphérique convergente (ou rentrante)

) B .. B
(en effet la fonction u,(r)et = Ze~#%(r+e) ogt le produit d’un terme d’amplitude — par

r
une fonction r + ¢t qui représente une onde se propageant dans le sens r < 0, c’est a dire
une onde convergente ou encore rentrante).

Le théoreme 5 montre donc que la solution u de (2.1) donnée par (2.30) a , lorsque I'on regarde a
I’infini, le comportement d’une onde sphérique divergente ou sortante. C’est de qui justifie le nom
de “ solution sortante” de (2.1). Nous verrons plus loin une caractérisation de la solution sortante

qui nous permettra d’établir un résultat d’unicité, que nous n’avons pas pour le moment. En effet
. . . . 2 2 - . N . .

si nous avions fait le choix d’approcher #z par #; —ig, nous aurions obtenu par passage a la limite

sur la solution de carré sommable, la solution dite “rentrante” de I’équation de Helmholtz donnée

par:

(2.58) u(z) = / Glo - 9)f(v)dy,

ot G(z) est la fonction de Green rentrante, complexe conjugée de G, et donnée par:

Pour comprendre pourquoi on aboutit & ce résultat il suffit de remarquer que, compte tenu du
choix de la définition de /z, on a:

alors que, rappelons le:
L jw? w
lim4y/ — +ie = —.
e\.0 c? c
L’étude du comportement asymptotique a 'infini de cette solution donnerait :

—jwk
e Zu)c 1

+0(

(2.59) u(r®) = B(O) ).

47y 72

Autrement dit la solution rentrante se comporte comme une onde sphérique convergente dont
I’amplitude est modulée en direction. Notons que solutions sortante et entrante ne se distinguent
pas par la facon dont elles décroissent & I'infini (3 chaque fois c’est en 1), mais par leurs oscilla-
tions, en 'occurence le signe de leur phase, ce qui se traduit par des sens de propagation opposés.
Notons également qu’une fois que 'on a construit deux solutions (qui sont toutes deux des so-
lutions au sens des distributions appartenant & I'espace H7,.(R?®)) de (2.1 ), en l'occurence la
solution sortante, notée u,, et la solution entrante, notée u,, on peut en construire une infinité en
considérant aus + (1 — a)u,.,a € C. Il nous faut donc absolument un critére supplémentaire, une
condition & rajouter & (2.1), pour caractériser la solution sortante obtenue par absorption limite.
C’est 'objet de la section 2.5.

2.5 Condition de radiation de Sommerfeld

L’idée est de trouver une condition qui caractérise le fait qu’une solution se comporte & l’infini

comme A(O)

. Bien entendu la fonction A(©) étant a priori inconnue, il s’agit de trouver une
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condition qui soit indépendante de A(©). Indiquons la démarche intuitive qui permet d’aboutir
a cette condition. Pour cela il suffit de substituer & la solution sortante w son comportement &
I'infini, & savoir:

iwZ
<

(&

Uoo(r@) = A(O) -
Notons que:
19 LTI . ewe w1
2 (r0) = A(0) (% - ),

ce qui nous donne la condition de comportement & l'infini (indépendante de A(©)).

Oloo w 1
—1—Uso =0(—) 7 — +00
or c = (7"2 ) ’
qui n’est autre que la condition de radiation de Sommerfeld ou condition d’onde sortante. Enongons
maintenant notre résultat de fagon précise:

Théoréme 6 La solution sortante u de (2.1 ) vérifie:

Démonstration : Nous avons déja vu que:

etslz—yl |,
Vu() = / Y - L Y-y f)dy.

drlz—yP Ve T Jo—y]

En menant des calculs analogues & ceux fait dans la démonstration du théoréeme 5, on montre
aisément que:

. - ez
etelz=ul 1 weltlleT e R Yy
— Mo —y)=i——————

z_ (1+p
dr|z — y|? e |z — v c 47|z |? (1+ 2z, ),

ou la fonction p(z,y) a la propriété (2.53). Nous en déduisons que:

j@

i<z
Vi) = i%e f [ F 0+ o)),

et par suite que: '
Ou0) =2 a(0)

or c r
ott A(6) est donné par (2.49) et R par:

+ R(r0©),

iwZ
=

R(T@) =¥ - /ei%Tl'yﬁ(TG,y)dy.

c 4mr

Rappelons que nous avons montré dans la démonstration du théoreme 5 que:

jer

e c

u(r®) = A(0) + R(rO®),

r

swr

e'e

R(r0) = / e OV () p(r @, y)dy.

4dr
On voit donc que:
ou . w - W
(E - zzu)(rG)) = R(r0) — ZZR(T@).

Or de la méme facon que nous avons montré que :

R(T@) < OK || f ||L1

- 472
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nous pouvons montrer que:

A Cw | f s
< ————.
R(r®) < 4rcdr?
Nous en déduisons que:
ou . w (Ck + Cr)w || f I
— —i— 0)| <
(5, —iZw(re)l < Trciy? :
ce qui acheve la démonstration du théoreme. O

Une conséquence du précédent résultat est la condition de radiation au sens faible qui est celle
que nous utiliserons dans la suite.

Corollaire 1 La solution sortante u de (2.1) satisfait :

ou Sy désigne la sphére de rayon R.

Démonstration : En vertu du théoréme précédent nous avons:

o w o, C
o~ <
d’ou nous en déduisons:
ou w C
|— —i—u|?do < —. O
Sk 37” C R2

Il faut maintenant remarquer que la condition de radiation distingue bien la solution sortante wu,
de la solution rentrante u,. En effet, si u, vérifie:

ouy, .w 1
ar et =0

u, vérifie par contre la condition de radiation rentrante:

ou, w 1
or —HZUT = 0(r_2)

Cette derniere solution ne peut donc satisfaire la condition de Sommerfeld sortante puisque:

ou, n w ou, N w z,w
i—u, = I—Up — 21—y,
or c or c c
w 1
=2i—u, +0(—=
zcu + (Tz)
1
—0(=
o)

De la méme fagon, il est facile de voir que parmi toutes les solutions aus+ (1 —a)u,., seule us(a = 1)
satisfait la condition de radiation sortante. Sur cette simple considération, il apparait que le simple
apport de la condition de Sommerfeld a permis de faire un grand pas vers I'unicité de la solution.
Ceci va étre confirmé par la prochaine section.
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2.6 Reésultat d’unicité pour I’équation de Helmholtz
Tout ce qui précede a permis de démontrer que le probleme

Trouver u € HIQOC(R3)/

(2.60) —Au — “:—ju =f D'(R?

. Ou
lim | — —
R—+o0 Jg, Or

iZul2de =0
(&

admettait, pour tout f dans Lg(R3), une solution, & savoir la solution sortante u© donnée par la
formule explicite (2.33). Nous allons maintenant établir que cette solution est unique.

Théoréme 7 Le probléme (2.60) admet au plus une solution.

Démonstration : Il suffit, compte tenu de la linéarité des équations de montrer que f = 0 =
u = 0. Supposons donc que u € HfOC(R3) et vérifie:

2
—Au + W—Zu =0.
c

Nous multiplions cette égalité par w et intégrons le résultat sur la boule By de rayon R:

w2
—/ Avudz + —2/ |u|?dz = 0.
BR ¢ BR

Grace a la formule de Green nous obtenons:

2
/ (IVuf® = 2 [uf?)de —/ O i = 0,
Br C Sk 37‘

ce que nous pouvons réécrire sous la forme:

w? ouw w
/B(|Vu|2—c—2|u|2)dw —/ (52 ~ i uyudo
R

En prenant la partie imaginaire de cette égalité nous obtenons:

wc/ |u|*do = —Im (@ - igu)ﬂda.
Sr Sr 87’ C

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons:

ou w
Il w ||2L2(SR)§ | wllz2csamll o e |2 (Sn)s

c

w

c’est a dire: 5
c [T

| wllr2(sp)< ” I 5y g lz2(sz) -

ce qui, compte tenu de la condition de radiation de Sommerfeld, entraine:

pim Al flpagsq)=0.
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Pour conclure, nous aurons besoin du lemme fondamental suivant :

Lemme 3 (Théoréme de Rellich) Soit u € leoc(RN — Bg) vérifiant, pour un certain X\ > 0 :

Au+Au =0, pour|z|> R,
alors on a Ualternative

(i) u =0 pour |z| > R,
(ii) 3C >0, 3I(Ro,R1)/ Ri > Ry > R tels queVr > Ry, / |u|?dz > Crr.
Ro<|z|<r

Démonstration: Nous admettrons ce résultat. O
Exercice 6 Démontrer le lemme précédent pour N = 1.

Supposons alors que « soit non nulle. D’apres le théoréme de Rellich, il existe donc (C, Ry, R1)
tels que Ry > Ry et:

(2.61) Vr >Ry / |u|?dz > Cr (C >0)
Ro<|z|<r

Nous appliquons le lemme 3 avec R = 0. Or:

(2.62) | wpde= [ UG,
Ro<|z|<r Ro

ou la fonction U est définie par:

Up) = /S fulPdp.

D’apres la premiere partie de la démonstration lim U(p) = 0, par conséquent:

p—+o0
* * C
dR">0/p>R :>U(p)§5.
Par suite:
T C .
U(p)dp < 5(7‘ — Ry) si R* < Ry,
R’I[‘) R* C
U(p)dp < U(p)dp + —(r — R*) sinon.
Ro RO 2
Dans tous les cas on obtient :
1 /" C
. im— < —.
(2.63) lim ~ ROU(p)dp <3
Mais de (2.61) et (2.62) on tire:
1 r
L[ vnzc,
r Ro
ce qui est en contradiction avec (2.63). Donc nécessairement u = 0. m|

Nous avons achevé ’analyse mathématique de base de notre probléeme en démontrant finalement
Pexistence et 1'unicité de la solution de (2.60), cette solution étant donnée par (2.33).
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2.7 Principe d’amplitude limite

Notre but est maintenant d’établir un lien de nature mathématique entre I’équation des ondes
et ’équation de Helmholtz et plus exactement entre la solution du probleme d’évolution associé &
un second membre oscillant de fagon périodique en temps a la fréquence w et la solution sortante de
Péquation de Helmholtz. Plus précisément, considérons le probleme d’évolution (nous supposons
f de carré intégrable & support compact):

(

Trouver u(z,t) : R®* x RT — C,

ii—A = f(z)e ™! r€R3t>0
(2.64) c? or ’ ’
u(z,0) =0, r € R?,
du 3
T —(z,0) =0, z € R”,

et désignons par u.(z) la solution de ’équation de Helmholtz associée, c’est & dire du probléme:

.
2
Trouver u, € Hloc
w2
(2.65) % —Atoy — —5 oo = f, in D'(R?),
c2

. Ou W
lim |2 — i~ |?do = 0.
{ R—+o0Jg, Or c

(R?),

Le résultat que nous allons maintenant démontrer exprime que le comportement asymptotique
quand t — 400 de u(z,t) est directement lié & u : c’est le principe d’amplitude limite qui ap-
porte une justification physique supplémentaire au choix de la solution sortante.

Théoréeme 8 On suppose f € Lg(R3), alors :
Ve € R®  lim |u(z,t) — too(x)e™!| =0
t—+o00
Démonstration: On sait que la solution u du probléeme (2.64) est obtenue par convolution du
second membre f(x)e™? par la solution fondamentale de 1’équation des ondes dans R? (voir partie

du cours sur I’équation des ondes en régime transitoire).

En l'occurence, on a la formule:

u(z,t) :/ 4—71rs{ " F(z — y)do(y)te @t ds,
— 7zwt/ lws f(l‘—y)da(y)}ds,

47rs y| s

Iyl
—zwt
= —y)do(y)ds,
//y =cs 47T|y| ) ( )

2yl
= e""‘”/ —f(w —y)dy.
ly|<ect 47T|y|

Pour conclure, il suffit de remarquer que:

|

i y| iwlyl

€ c e c

lim/ ——flz —y)dy 2/—fx—ydy
t=tooflyj<ee 47yl =) Arly| (=)

i2|z—y|
- = . O
/47r|:r—y| too ()
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Chapitre 3

Résolution de I’équation de Helmholtz en milieu localement
héterogene

3.1 Présentation du probleme
Nous considérons maintenant ’équation des ondes avec une vitesse variable :

1 o%u

(3.1) Sy o

— Au = f(x,t), z€R*t>0,

ou la fonction ¢(x) est une fonction vérifiant:
(3.2) pp.x €R? O <cl <) < cop < +00.

Nous supposerons en outre que le milieu est homogene a l'infini et plus précisément qu’il existe
a >0 et coo >0 tels que:
(3.3) |z| > a = ¢(z) = coo.

Coo st la vitesse de propagation & l'infini: comme au chapitre 1 on s’intéressera a des termes
sources harmoniques en temps, & fréquence w > 0:

(3.4) fla,t) = fz)e ™",

auquel cas nous cherchons des solutions de (3.1) qui sont également harmoniques de méme fré-
quence: '
(3.5) u(z,t) = u(x)e” ™1,

ce qui nous amene & résoudre I’équation de Helmholtz & coefficients variables:

w2

(3.6) — Au — == 1

ot nous ferons sur le second membre f(x) la méme hypothese qu’au chapitre 1:

(3.7) f € L2(R?).

3.2 Difficultés du probleme - Notion de solution sortante

Si on cherche & résoudre (3.6) dans le "cadre L?”, on se heurte bien entendu aux mémes
difficultés que dans le cas homogene. Formellement on est méme dans une situation identique. En
effet si on munit 'espace de Hilbert H = L*(R?) du produit scalaire:

(38) (o) = [ as
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11 est facile de voir que 'opérateur non borné A défini par:

D(4) = H*(R?),
(3.9)

Au = —c?Au, VYue€ D(4),

est autoadjoint et positif. Il suffit de remarquer que cet opérateur est 'opérateur associé a la forme
bilinéaire a(u,v) définie sur V x V,V = H'(R?), par

(3.10) a(u,v) = /RSVU.de

De plus, par des techniques perturbatives (cf partie ”"Théorie spectrale” du cours), on montre
aisement que le spectre de A est continu et égal a:

(3.11) o(4) =R".

En quelque sorte résoudre (3.6) équivaut & inverser 'opérateur (A4 — w?I) ce qui est impossible
puisque w? appartient au spectre de A!

En outre I’exemple de I’équation en milieu homogene nous instruit sur le fait que I’on ne peut espé-
rer un résultat d’unicité pour (3.6) sans prescrire & la solution cherchée un certain comportement
& linfini. Or, & linfini, le milieu "ne voit” que la vitesse de propagation c,,. Par cohérence avec
le choix fait dans le cas d’un milieu homogene, il est naturel d’imposer la condition de radiation

sortante:
ou | w 0o 1 ) .
— —t1—u=0—=) r— 40
Or Coo r2 ’

ou plutot son équivalent sous forme faible

(3.12) lim O Y e = 0.
R—+tooJg, Or  cCuo

Cela nous amene & introduire la notion de solution sortante:

Définition 1 On appelle solution sortante de (3.6) toute fonction u vérifiant :

* u€ Hj (RY),
2

(3.13) o« —Au-— ‘z—zu = f, dans D'(R®),
e lim u _ iiu|2da =0.
R— 400 Sk or Coo

Bien entendu, ce choix de solution a d’autres justifications analogues a celles que nous avons
données au chapitre 1 dans le cas d’un milieu homogene a savoir notamment :

— le principe d’amplitude limite
— le principe d’absorption limite

Les démonstrations sont toutefois plus délicates que dans le cas homogene et nous les omettrons
ici (voir remarque ci-apres).

Il s’agit maintenant d’essayer de démontrer un théoréme d’existence et d’unicité pour (3.13). Nous
le verrons, la démonstration de 'unicité reposera sur les mémes arguments que dans le cas du milieu
homogene. En revanche, pour ce qui concerne l'existence, il va falloir faire appel & de nouveaux
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outils mathématiques car on ne peut espérer obtenir une formule explicite pour la solution comme
ce fut le cas au chapitre 1.

De facgon plus précise nous allons utiliser un résultat puissant d’analyse fonctionnelle connu sous
le nom d’alternative de Fredholm. Au préalable, il va falloir reformuler notre probléme sous une
forme susceptible de relever de I'application de cette alternative. C’est 1'objet de la prochaine
section ol nous utiliserons de facon essentielle les résultats du chapitre 1.

Remarque 7 Une autre méthode, que nous avons évitée dans ce chapitre, pour démontrer l’exis-
tence d’une solution consisterait a démontrer le principe d’absorption limite. En outre ce dernier
a une portée trés générale. Il présente toutefois le désavantage d’étre peut étre plus abstrait que la
méthode que nous présenterons au prochain paragraphe. Nous avons fait le choix dans ce cours de
reserver la démonstration du principe d’absorption limite au cas du probléeme de diffraction par un
obstacle que nous traiterons au chapitre 4. Le lecteur pourra se convaincre aisément que la preuve
qui y sera faite s’adaplerait au probléme considéré dans ce chapitre.

3.3 Réduction a un domaine borné - Equation de Lipman-
Schwinger

L’idée est de considerer le milieu hétérogene correspondant & ¢(x) comme une perturbation du
milieu homogene de vitesse ¢y. Supposons que le probleme (3.13) ait une solution . Nous avons

alors
2

w
(3.14) — Au — o= f, dans D'(R?),
ce que nous pouvons réécrire:
2 2 2
w w w
3.15 —Au- = (- st
(3.15) u=Sru= (G- s
1 2 . P )z .
Posons ¢ = (5 — ——)w". ¢ est une fonction mesurable bornée & support dans B,. L’équation
c e
(3.15) s’écrit encore :
2
w
(3.16) —Au— —u=qu+f.
COO

Le second membre qu + f étant de carré intégrable et & support compact nous savons que, si u
satisfait la condition de radiation de Sommerfeld sortante (3.13), on a la formule:

w

elom lz—yl
(3.17) u(z) 1/ (a(w)uly) + F))dy.

CAncd, ) e -yl

Cette équation intégrale satisfaite par u est ’équation de Lipman-Schwinger. Remarquons que
cette équation permet de formuler un probléme posé en domaine borné. En effet, nous pouvons
toujours choisir a tel que B, D suppf. Soit alors u* € H?(B,) la restriction de u & B,, nous tirons
de (3.17), I’égalité, pour presque tout = dans By :

;_w

izl
(318) w(@) = = [Tl @) + )y

Supposons maintenant que I’équation intégrale (3.18) ait une solution u* dans H?(B,), alors
définissons u(x), prolongement de u* , par:

u(z) = u*(z), siz € B,,

eloms 12—yl
ue) = 1= [ S @) + @)y sinon
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Il est facile de voir que la fonction u(z) ainsi construite est solution de l’équation de Lipman-
Schwinger et par conséquent est solution sortante de (3.5). Nous avons donc réduit la résolution
de I'équation de Helmholtz & celle d’un probleme posé dans B, :

Trouver u* € H?(B,) tel que, p.p. = € By,
(3.19)

i 1 elom le—yl .

w@) = g [ Tl ) + S,

3.4 Résolution de I’équation de Lipman-Schwinger a I’aide
de l’alternative de Fredholm

Nous allons dans un premier temps nous interesser & la résolution du probléme (qui n’est rien
d’autre que (3.19), & la régularité H>(B,) pres):

Trouver u* € L?(B,) tel que ,p.p. € By,
(3.20)

. 1 eloms 12—yl i
v = g [ o W w) + sy

Pour reformuler ce probléeme, introduisons la fonction h(z) défini par:

;W

i |e—y|
o) = /B  f(y)dy,

(3.21) rJp, |r -yl
= | Gx(z—y)f(y)dy
B,
ol nous avons posé
1 .
(3.22) Goo(z) = —elom 2,
4

En utilisant les mémes techniques que pour la démonstration du théoreme 4 (Section 1), on peut
montrer facilement que h € L*(B,) et que:

(3.23) | 2 ll2Bo) S Goo It (Bowy || Fll22(B.) -

De la méme facon, si pour v dans L?(B,), nous définissons:

(3.24) To(e) = [ Guula = y)aly)oly)dy,
nous avons Tv € L?(B,) et en outre:

(3.25) I Tv |L2(a) I g Nzl Goo llL1(Boa) I ¥ [l 22(B.) -

autrement dit, la formule (3.24) définit un opérateur 7' linéaire continu de L?(Bpg) dans lui méme
vérifiant :

(3.26) I T llecz2B.) <IN a ol Goo lL1(Bya) -

A Taide de h et de lopérateur T' nous pouvons reformuler le probleme (3.20) sous la forme:

Trouver u* € L?(B,) tel que:
(3.27)

(I—T)u* = h.
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Autrement dit il s’agit d’inverser I'opérateur I — T dans L?*(B,). On peut donner une réponse
immediate lorsque:

(3.28) g 2=l Goo llzt (o)< 1.

Dans ce cas || T ||z(z2(B,))< 1 et il est bien connu que I — T est un isomorphisme. Ce résultat
n’est toutefois pas satisfaisant car (3.28) équivaut a:

11
2 P2

(3.29) WR | 5 - z =< 1,

ce qui correspond :

1 1
— Soit & une hypothese de faible perturbation (— — —- “petit”).
c 2
— Soit & une hypothese “basse fréquence” (w petit).

Pour pouvoir traiter le cas des perturbations et des fréquences quelconques, il va nous falloir
utiliser un nouvel outil : I’alternative de Fredholm. De facon précise on a le:

Théoreme 9 Soit X un espace de Banach et T un opérateur compact de X dans lui méme, alors
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(¢) I-—T estun isomorphisme de X dans X,
(¢i) I —T est surjectif,

(¢it) I —T est injectif.

Démonstration: Voir annexe A. O

En pratique ce théoreme dit que, si T est un opérateur compact, pour pouvoir affirmer que le
probleme:

(3.30) Trouver u* € X tel que u* — Tu* = f,

admet, pour tout f dans X , une solution unique il suffit de montrer soit ’existence d’une solution
(surjectivité), soit 'unicité (injectivité). C’est ce dernier fait que nous tacherons d’exploiter plus
loin. Dans un premier temps il nous faut d’abord vérifier que le probleéme (3.20) reléve bien de
I’application de ’alternative de Fredholm. C’est 'objet du:

Lemme 4 L’opérateur T est compact dans L*(B,).

Démonstration : Il suffit en fait de remarquer que 7" applique continuement L?(B,) dans H'(B,).
Pour cela nous remarquons que, pour tout v dans L(B,):

V(Tv)(x) = /B VGl — 9)a(y)dy(y),

1

1 (R?)) & partir de quoi nous obtenons:

(compte tenu que VG, € L
(3.31) | 9(T0) luma <) TT0) ooy - e - 10 o2,
Ceci joint a l’estimation (3.25) monte que:

(3.32) T € L(I3(B.), H'(B.),

et que: )
(3.33) I T lecze(Ba),m By <1l {Il Goo IL1(Bun) + 1| VGoo 218,012
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Comme 'injection H'(B,) — L*(B,) est compacte, il s’ensuit que T' est compact dans L?(B,). O

1l suffit donc de montrer que I — T est injectif ce qui équivaut, ainsi que nous allons le voir,
a démontrer 'unicité pour notre probleme initial. En effet, soit u* € Ker(I — T'), posons:

u() = /K Goolz — y)u(y)dy.

D’apreés la section 1 nous savons que u € H? (R?) et vérifie:
w2
(3.34) —Au— —u = qu”.

2
C%

Par ailleurs le fait que u* appartienne a Ker(I —T') prouve que
ulp, = u”,

et donc que qu* = gqu. Compte tenu de la définition de ¢, il s’ensuit que:

2
(3.35) ~Au— ‘;’—2u =0, dansD'(R3),

et satisfait en outre (voir section 1) la condition de radiation de Sommerfeld :

(3.36) im [ 2% -

iwul*do = 0.
R—+o0 g, O

Il nous reste & montrer que les conditions (3.35) et (3.36), jointes & la régularité u € H? (R?),

entrainent que u = 0, et donc que u* = 0. Ceci correspond bien au résultat annoncé. Démontrons
alors le:

Lemme 5 Le probléeme (3.13) admet au plus une solution sortante.
Démonstration : Supposons donc que u satisfasse (3.35) et (3.36). Alors en procédant exactement

comme au théoreme (7), on montre que:

(3.37) lim |u|?do = 0.
R—+00 Sk

(En fait, le lecteur vérifiera que ’on a ’identité:

2
/ (Val? = [uP)de —/ Q% i yado
Br c? sp Or Coo
_ |u|?do =0
Coo Sr

pour tout R > a. On termine alors comme pour le théoréme 7). Le théoréeme de Rellich permet
d’abord de montrer que:
(3.38) |z| > a = u(z)=0.

Pour conclure il suffit d’invoquer le théoréme suivant, théoreme dit de “prolongement unique”,
dont le lecteur trouvera une démonstration dans ’annexe B.

Théoréme 10 Soit O un ouvert de RY et u une fonction de H} (O) vérifiant :

(3.39) ppa €0, |Au(@)] < Cllux)| + |Vu(@)),

ot C est une constante strictement positive. Si on peut trouver une boule B(xg,e) C O telle que:
(3.40) u=0 pp. dans B(zo,¢),

alors u est identiquement nulle dans O.
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Nous pouvons appliquer le théoreme a u avec O = RV et B(zg,¢e) toute boule située dans la
région {|z| > a}. En effet le fait que w soit solution de I’équation de Helmholtz entraine, si

¢~ = inf e(z)>0:
mERN
w? N
|[Au(z)| < z|u(m)| pp.-x€R
On conclut alors que u = 0. a

Finalement, par application de I’alternative de Fredholm, nous pouvons énoncer le résultat prin-
cipal de cette section :

Théoréme 11 L’équation de Helmholtz en milieu hétérogéne (3.5) admet une solution sortante
et une seule u € HZ (R?).

Commentaires:

— L’équation de Helmholtz (3.5) n’est pas I’équation la plus générale que I'on puisse imaginer
en milieu hétérogene. En fait, on aimerait pouvoir résoudre

(3.41) —div (uVu) — pw?u = f,
toujours dans le cas ou le milieu de propagation est localement hétérogene:

(3.42) |z| > 0= p(z) = poo, u(x) = pico,
auquel cas on adjoint & (3.41) la condition de radiation

(3.43) lim O Y e =0,
R—+too g, OF  Coo

avec Coo = (Moo /poo)%, vitesse de propagation & 'infini. Lorsque u(x) présente des discon-
tinuités, la méthode que nous avons utilisée ici ne s’applique plus. En revanche on peut
Padapter (voir exercice ci-apres) au cas ou u(x) est suffisamment réguliere:

(3.44) w(z) € WHe(RN).

— En fait, lorsque p est discontinue, on peut toujours résoudre (3.41) & I’aide de I'alternative de
Fredholm mais il faut utiliser des techniques différentes pour se ramener & un probleme posé
en domaine borné (ce qui est essentiel pour pouvoir appliquer des arguments de compacité).
Sans entrer dans le détail, citons entre autres:

— les méthodes de couplage avec formules de représentation intégrales.
— les méthodes de couplage avec des développements en séries, type séries de Fourier.
— Comme nous ’avons déja dit 'un des points clés de la démonstration a été la compacité

de lopérateur T. C’est a ce niveau qu’il était nécessaire d’avoir un probléeme formulé en
domaine borné.

Exercice 7 On considére I’équation de Helmholtz (3.41) ot les coefficients p(x) et p(z) sont sup-
posés satisfaire :

0<p <plx)<py <+oo pp xcR3

0<pu <px)<py <400 pp xeR?
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On suppose en outre que (3.42) a lieu et que la fonction u(x) a la régularité (3.44).

1. Montrer que l'opérateur intégral

(Tu)(z) = /B G oo — 1) [Lis(y)-Vul(y) + a(y)u(y)]dy

1 1

ol ¢ = w* (5 — =) et Lp =V (Log p) est un opérateur linéaire continu de H'(B,) dans
2 ¢

lui méme.

2. En utilisant des techniques analogue & celles du théoréme 4 (iv), montrer que T applique
continuement H'(B,) dans H*(B,). En déduire la compacité de T.

3. Adapter la démonstration du théoréme 11 pour montrer un résultat d’existence et d’unicité
pour le probléme (8.41), (3.43).

3.5 Application a la diffraction d’une onde plane par une
hétérogénéité locale - Notion d’amplitude de diffusion

Considérons d’abord le milieu homogene de vitesse ¢o,. Une onde plane harmonique est une
solution particuliere de ’équation de Helmholtz homogene:

w2
(3.45) Au + %u =0,

de la forme:
(3.46) u(z) = e,

ot k est un vecteur de RY appelé vecteur d’onde. Il est immédiat de vérifier que pour que (3.46)
soit solution de (3.45) il faut et il suffit que k satisfasse la relation de dispersion :

2
w
(3.47) k] = —.
Coo
Autrement dit k doit appartenir & la sphere centrée & ’origine de rayon w/cs. Tous les vecteurs
d’onde admissibles sont donc de la forme k = w/c.¢ Ol ¢ est un vecteur unité de R? qui n’est
autre que la direction de propagation de ’onde plane.

Remarque 8 L’onde plane définie par (3.46) est une onde d’amplitude 1. Il est évident que tout
multiple de cette solution définit également une onde plane.

Si maintenant on introduit une perturbation locale du milieu de propagation en remplacant par
exemple la vitesse uniforme ¢y, par une distribution de vitesse ¢(x) vérifiant les hypotheses in-
troduites au paragraphe 2.1, il est naturel de se demander ce que “devient” ’onde plane (3.46).
Mathématiquement, la bonne fagon de poser le probleme consiste & rechercher une solution de
I’équation de Helmholtz homogene & coefficients variables:

2
(3.48) Au+ ‘z—Qu —0,

sous la forme d’une perturbation de I’onde plane, a savoir sous la forme :

(3.49) w(z) = ur(z) + up(x),
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ol, selon le langage utilisé par les physiciens:

ik.x

e us(x) = e est 'onde plane incidente,

e up(x) est le champ diffracté.

En d’autres termes up est le champ “renvoyé” par I’hétérogénéité "c(z) — c” (voir figure ci-
dessous).

Compte tenu que Aur +w?/c% ur = 0, il est facile, en injectant (3.49) dans (3.48), de voir que
up est solution de I’équation avec second membre:

w2 w2 w2

En outre, c’est au champ diffracté up que ’on va demander de satisfaire la condition de radiation
sortante
Oup w

. dup . W 2 _
(3.51) Rl—lg-loo SR| 5 zcoouD| do = 0.

Notons que le probleme & résoudre pour up ((3.50), (3.51)) est exactement du type de celui

considéré dans les sections 2.1 & 2.3: en effet, le second membre (—- —

w . N
—)us est bien L? &
2

2, ¢

support compact.

Remarque 9 Les physiciens appellent la solution w = ur+up le champ total. Les mathématiciens
disent que la solution u ainsi construite est une fonction propre généralisée de l'opérateur A =
—c2A associée d la valeur propre w? au méme titre que e** est une fonction propre généralisée
de Ao = —c2 A : en effet u satisfail bien Au = w?u au sens des distributions” mais n'est pas une
vraie fonction propre de A car elle n’appartient pas o L*(R?) (et donc pas au domaine de A).
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Notons que, outre ¢ et ¢, les seules données du probleme sont :

e la fréquence w > 0,
e la direction de propagation de I’onde incidente ¢ € S2.

Bien siir, 'application du théoréme 11, nous permet d’affirmer que pour chaque couple (w, ) €
R x S2, le probléme ((3.50), (3.51)) admet une solution unique :

(3.52) up(w, ¢;x) € Hi,,(R?).

Nous allons conclure ce paragraphe par la notion d’amplitude de diffusion. Pour cela, nous allons
étudier le comportement asymptotique & l'infini du champ diffracté up. Pour cela nous fixons une
direction d’observation © appartenant & S et faisons tendre r = |z| vers +oco. En utilisant les
résultats du chapitre 1 (section 1), nous savons que:

A ) @ P _w 1

(3.53) up(w, ¢;70) = de +0(=5).
En effet il suffit de remarquer que:

w? W2 w2
(3.54) —Aup — up =(— — 5 )u, (w=wup+ur)

c2, ¢ c2,
auquel cas nous savons que:

1 v g W w?
. A . = lcoo V(= — — d .

(3.55) (©0.0) = o 50 = oty

Par définition la quantité A(w; O, ¢) est Pamplitude de diffusion dans la direction © associée & une
onde plane incidente de fréquence w et de direction ¢.
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Chapitre 4

Le probléeme de Dirichlet extérieur - Application a la
diffraction d’une onde par un obstacle

4.1 Présentation du probleme

Nous retournons maintenant & ’équation des ondes & coefficients constants mais posée dans
un ouvert non borné R3, extérieur d’un “obstacle” borné. Plus exactement soit @ un ouvert de
R? d’adhérence compacte O, nous posons:

Q =R*O0,
(4.1)
I =00Q=080.

Fia. 4.1 — Les ouverts O et (2
Dans ce qui suit, n désignera la normale a I, orientée de € vers O et ¢ désigne la vitesse

de propagation des ondes, supposée constante. Nous nous intéressons a ’équation sans second
membre, le terme source provenant d’une condition de Dirichlet non homogene sur I':

(12) Z o

Ici, c’est la fonction g que nous supposerons harmonique en temps :

(4.3) g(z,t) = g(x)e ™, xel,t>0,
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auquel cas la recherche d’une solution de la forme:
_ —iwt
(4.4) u(z,t) = u(x)e ™",
amene naturellement & résoudre, si on s’intéresse a la solution sortante:

w2

—Au — c—zu =0,

(4.5) ulr = g.

lim / L —
R—+o0 Jg. Or c

Remarque 10 Nous pourrions compliquer quelque peu le modéle (4.5) en rajoutant un second
membre [ a support compact ou en autorisant la vitesse de propagation c da étre localement variable.
La plupart des arguments que nous allons développer dans ce chapitre s’appliquent encore, ainsi
que le lecteur avisé s’en convaincra aisément.

Dans la suite nous ferons ’hypothese O C B, ou B, désigne comme toujours la boule ouverte de
rayon a.

4.2 Définition de la solution sortante

Une petite remarque préliminaire sur la régularité locale de la solution cherchée. Il serait
tentant & la lumiere des chapitres 2 et 3 de rechercher la solution dans 'espace H7 .(Q), espace
des restrictions & Q2 des fonctions de H?, (R?). En fait on peut s’attendre & une perte de régularité
au voisinage du bord I':

— soit & cause d’'un manque de régularité du terme source g,
— soit & cause d’'un manque de régularité de la frontiere I'.
C’est pourquoi nous nous contenterons d’imposer & u la régularité:
1
(4.6) u € Hp,.(Q)

Bien entendu on aura tout de méme Au € L7 (€2) et pour tout ouvert ' tel que Q' C K C , o

K est un compact, la solution cherchée u aura automatiquement la régularité C*° dans ' (voir
les commentaires & la fin du chapitre 2).

De méme, pour garantir 'unicité de la solution, nous allons demander & u de satisfaire la
condition de radiation de Sommerfeld :

(4.7) lim | — —i—ul|’do =0,
c
et par définition, nous appelerons solution sortante de (4.5) toute fonction v satisfaisant (4.7) et :

eu€ H. (Q),

2
(4.8) o« —Au-—u= 0, dansD'(Q),

C2
[ ) ’U,|F = g

Bien évidemment, la condition de Dirichlet impose a la fonction g d’avoir la régularité:

(4.9) g€ H*(D),



4.3. ETUDE DE LA RESOLVANTE DU PROBLEME 33

hypothese que nous ferons dans toute la suite.

Pour résoudre (4.5), nous pourrions utiliser une technique de réduction & un domaine borné
telle que celles évoquées au chapitre 3. Nous avons décidé ici de passer par le principe d’absorption
limite qui consiste (cf chapitre 1) & étudier la limite lorsque ¢ — 0 par valeurs positives de la
solution 4 du probleme:

UE E H}OC(Q)’
w2
(4.10) —Auf — (0_2 +ie)u® =0,

ulpr = g.

ce qui nécessite au préalable ’étude du probleme:

Trouver u € H' (1),
(4.11) —Au—2zu=0,
ulr =g,

lorsque z ¢ R*. C’est I'objet de la prochaine section.

4.3 Etude de la résolvante du probleme

Nous allons d’abord démontrer que pour tout z ¢ R™ le probleme (4.11) admet une solution
unique. Notons que si nous faisons le changement de variable u = ug+v ot ug € H'(f) et satisfait
uo|r = g, le nouveau probléme & résoudre s’écrit :

Trouver v € H}(Q),
(4.12)

—Av — 2v = Aug + zup.

probleme équivalent au probleme variationnel :

Trouver v € H}(Q),
(4.13)

Vw € HY(Q), a(v,w) = l(w),
ol nous avons posé:

a(v,w) = /Vv.VEda: - z/ vw dx,
(4.14) Q Q

l(w) = —/Vuo.Vﬁd:r + z/ wW dx.
Q Q

Pour pouvoir appliquer Lax-Milgram, le seul point non trivial & vérifier est la coercivité de a.
Posons z = a + i3, nous avons:

alu,u) = / |Vu|*dz — a/ |ul*dz +iﬂ/ |u|?dz.
Q Q Q

Pour 8 =0et a < 0, Re(a(u,u)) est trivialement coercive. Il nous reste & étudier le cas 8 # 0. Or

/|Vu| da:—a/|u| dz)* + B*( /|u| dzx)?
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et, pour 8 # 0, la forme quadratique:
Q(X,Y)=(X —aY)’ + 5°Y?,

est définie positive. Il existe donc une constante C(a, 3) > 0 telle que:
QX,Y) > C(a, B)[X* +Y7].

Or si || . || désigne la norme dans L?(€2), nous avons:
la(u, w)” = QU Vu I, [ w |I%),

et par conséquent :
|a(u, u))l2 > Cla, B)(I w [I* + || Va [|*).

En utilisant le fait que /z +y > (\/_ +4/9) pour tout (z,y) € RT x R™, il vient:

NG

Cle,f)

Sl P + 1 Va ),

|a(u, u))| > (

ce que nous voulions démontrer. En invoquant le théoreme de Lax-Milgram, nous déduisons de ce
qui précéde que le probleme (4.13), et par suite le probleme (4.11), admet une solution unique.
Nous désignerons par R(z) application qui & g € H=(T') fait correspondre v € H'(£2), solution
de (4.11). Il est facile de montrer que « dépend continument de g, autrement dit que:

(4.15) R(z) € L(H?(T), H'(Q)).

Exercice 8 Démontrer (4.15). Indication : on pourra supposer que le relévement g € H%(F) —
up € HY(Q) est continu.

Pour la suite, nous utiliserons une propriété de la solution u de (4.11) connue sous le nom de
formule de représentation intégrale. Dans ce qui suit, ¥ désigne une surface fermée, bornée et
assez réguliere (de classe C? par exemple) de R?, incluse dans Q et Qx le domaine (extérieur)
inclus dans 2 de frontiere X.

Lemme 6 Si on fait ’hypothése de régularité :
u € leoc(gz)a

en tout point x € Qx, , on a
oG
4.1 - — —
(4.16) / (Gl = 1) 5y (4) = 5o (evm = y)ulw)}dr(a),

ot G(z;x) désigne la fonction, de Green donnée par:

(4.17) Glziz) = —©

dr x|

avec Rey/z > 0. En outre, v, désigne le vecteur normal unitaire & X, orienté vers lintérieur de
Qs et ou -

(4.18) G

8_1/?!(Z’x —y)=VG(z;2 —y).v(y).

Démonstration: Soit z € 0y et £ > 0 assez petit pour que la boule B. de centre x et de rayon
¢ soit incluse dans Qy. Nous posons:

(4.19) Qs (z,e) ={y € Qs /|y — x| >}
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Fi1G. 4.2 — L’ouvert Qx(z,¢)

Il est clair que la fonction y — G(x — y) appartient & H?(Qx(z,¢)), de méme que u(y). De
plus, comme

—AG(z;2 —.) — 2G(z;2 —.) =0, in D'(Qs(x,¢)),

—Au—zu=0 in D'(Qn(z,¢)).
Nous déduisons que:

AG(z;z—)u—AuG(z;z—.) =0 dans Qx(z,¢).
Par conséquent, & ’aide de la formule de Green, il vient :

oG ou
[ (G i = ) = Gl =) S Wldo(y) =

Y

| o (esa = p)uly) = Gzi = ) o ()ldo ),
OB

Ony My

(4.20)

ou n, désigne la normale unitaire & la sphére 0B. (au point courant y), sortante par rapport a
B.. Il reste a passer a la limite dans le terme de droite de (4.20) lorsque € — 0. Nous faisons pour

cela le changement de variable:
y=z+ec0, O¢es%

Nous avons alors:

%(z;x —yu(y) — G(z;z — y)aaTu(y)}dU(y) =
T R i1 ’
LT g}[/s2u(a: +£0) do(O))
1 ei ze
s Szvu(x+a®).® do(O).

Compte tenu du fait que u est de classe C*° au voisinage de x, il vient:

/ u(z +e0)do(0) ~ 4reu(z) € —0,
S2
Vu (r +€0).0do(0) = 0(e?) e — 0.
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A partir de quoi on obtient, par passage a la limite dans (4.20), la formule de représentation
annoncée. O

Remarque 11 11 est clair que le résultat de régularité uw € HY () est vrai si ¥ est incluse dans
Q. Si la frontiere T de Q est elle méme assez réquli¢re (disons C?) et si g € H3/*(T"), alors on a le
droit de faire ¥ =T et Qx = Q car, en vertu des résultats de régularité elliptique, u € H*(2). Le
cas ot soit la frontiére T n’est pas réquliére (disons seulement lipschitzienne), soit g n’appartient
pas a H3/?(T), est un peu plus délicat. En effet, il n'est dans ce cas pas sir que la formule ({.16)
(avec ¥ = T') ait un sens telle qu’elle est écrite car on ne sait méme pas a priori si Ou/Ov,
appartient ¢ L*(T). En fait, comme u est néanmoins H' a Laplacien L?, la trace sur T’ de sa
dérivée normale appartient & H—% (T'). Par ailleurs la trace sur T' de G(z;x — ) est dans H* (T).
La formule de représentation intégrale devient alors vraie si on remplage les intégrales sur I' par
des crochets de dualité entre H—%(T') et H2(T) :

ou

—(y)G(z — y)do(y) doit s’écrire < ﬂ, Gz —.) >p
T 8l/y

Ovy

Notons enfin que ces formules de représentation donnent une preuve de la régularité C'>° de u
dans Q.

Dans la suite nous utiliserons la formule de représentation intégrale avec ¥ = 5, :
Ou oG
@2 e/l >a u(@) = [ (G- 1)) - 5 (5w — yu(n)doly),
Sa Yy Yy

ainsi qu’un lemme technique, de démonstration facile (laissée en exercice au lecteur) que nous nous
contenterons d’énoncer :

Lemme 7 Soit G(z) la fonction de Green sortante définie par :

jw 2l
et

~ dnlz|’

G(z) weRT,

et zn une suite de nombres complexes de partie imaginaire strictement positive convergeant vers
w? > 0 lorsque n — +o00. Alors, pour tout multi-indice « € N*>, D*G(zy,;.) converge vers D*G(.)
uniformément sur tout compact de R*\{0}.

4.4 Le théoreme d’existence et d’unicité
Nous commencons par établir le résultat d’unicité.

Lemme 8 Le probléme (4.5) admet au plus une solution sortante, d condition que ’ouvert Q soit
conneze.

Démonstration : Elle est tres similaire & celles données aux chapitres 2 et 3. Soit R > a, nous
introduisons Qg = Br N Q. Démontrer 'unicité équivaut & démontrer que la solution de (4.40) est
la solution nulle. Or, si u est solution de (4.40), on a:

w2
- Auvudr — — / |u|?dz = 0,
Qr ¢ Jag

c’est a dire, compte tenu de la condition de Dirichlet sur I':

2
/ (|Vul® — w—2|u|2)d:n —l—/ Ou udo = 0.
Qr C Sk 87"
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ou
On en déduit que Im(/ —1do) = 0 ce qui entraine, en utilisant la condition de radiation de
Sr

or

Sommerfield (voir chapitres précédents):

lim |u|*do = 0.
R—>+OO SR

Le théoreme de Rellich nous permet d’affirmer que u s’annule dans 2z. On conclut alors en invo-
quant le théoréme de prolongement unique (cf Annexe C) et la connexité de Pouvert 2. Les details
sont laissés au lecteur. O

Nous allons maintenant démontrer le résultat d’existence par absorption limite. Nous considé-
rons une suite ¢, — 0 et désignons par w,, I’'unique solution du probleme:

um € HY(Q),
w2
(4.22) — Aty — (0_2 +igm)um =0,

um|F = 9m-

Notre but est d’étudier la limite de u,, lorsque m tend vers +00 et de construire ainsi la solution
sortante recherchée. Indiquons le principe de la démarche avant de nous lancer dans les détails
techniques. Dans la suite p et p* désigneront deux réels tels que a < p < p*.

LT\

Fi1G. 4.3 — Les sphéres Sq, S, et Sy«

Par ailleurs pour r > a, on posera:

Q. ={zeQ/|z| <r}
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FiG. 4.4 — L’ouvert Q,

Les étapes de la démonstration sont les suivantes:

Le po

Par un raisonnement par I’absurde, on montre que la suite w,, est bornée dans H'(£2,.). Ce
résultat s’appuie notamment sur le résultat d’unicité démontré précédemment.

En s’appuyant sur I’équation de Helmoltz satisfaite par u,,, on montre qu’on peut extraire
de uy, une sous-suite convergeant H'(£,).

On montre que la sous-suite en question converge dans H'(C) ou C est une couronne sphé-
rique contenue dans I'ouvert (2, et contenant la sphere S,. Par les théorémes de traces, on

en déduit que les traces:
Oy,

Um|s, €t o s,

convergent dans L?(S,).

En s’appuyant sur la formule de représentation intégrale:

. ou oG .
n(2) = [ (G + iemin = ) G2 0) = (0P + i2i — y)un()do ()
Sq Yy vy
on démontre que la suite u,, converge uniformément, ainsi que ses dérivées premieres dans
tout compact de R*\B,.

On montre que la limite u ainsi construite est solution sortante de (4.5) en établissant
notamment la formule:

ou oG

u(e) = [ {6 =05 0) - 5 = Dul))do(y).

Sa vy v

int de départ de la démonstration est un lemme technique auquel toutes les étapes futures

de la démonstration feront référence.

Lemme 9 Soit €, > 0,6 \, 0 €t g, une suite de H%(F) vérifiant :

(4.23)

gm — g dans H%(F).

Soit U, Uunique solution du probléme

(4.24)

Uy, € H'(),
W2

—Atdy — (= +iem)im =0 in D'(Q),
c

ﬂm|I‘ =4g.
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Pour r > a, on pose Q, = {x € Q/|z| < r}. Alors si la suite i, est bornée dans H'(,-) on peut
en extraire une sous suite convergeant fortement dans H'(Q,).

Démonstration: Introduisons une fonction de troncature v vérifiant:
(i) ¢ eDRY), 0<9 <1,
(i4) supp ¢ C B,-,

(i5i) Y(z) =1, Vz € B,.

La suite #,, étant bornée dans Hl(ﬂp*) on peut par compacité en extraire une sous suite, toujours
notée w,, pour simplifier, telle que:

Um — w dans  L?*(Q,-) fort,
(4.25)

Um — u dans H'(Q,.) faible.

Pour conclure, il faut montrer que Vi, converge vers Vu dans L*(Q,) fort. Commengons par
introduire un relévement ¢, dans H(2) de g,, et vérifiant:

lom N < 1 gm Wyt ey

(Un tel relevement existe en vertu du théoreme de traces). La convergence forte de g, vers g dans
Hz(T') entraine la convergence forte de ¢, vers ¢ dans H'(Q) avec ¢|r = g. Posons:

(4.26) U = Um + @m-

Pour démontrer la convergence de Vi, dans L*(,) il suffit de démontrer celle de Vv,,. Or nous
avons:

2
Vv € H'(Q), /va.Vv dzx = (w_2 + ism)/ Umv dx — /V(pva dzx.
Q ¢ Q Q
En particulier, pour tout (p,¢) dans N? :
/ Vo, — Vg )Vodz = wQ/Q(up — @g)v dx + i/ﬂ(spﬁp — gqlig)v dx
/(chp Vq)Vo de.

Choisissons maintenant v = (v, — v,) . Il vient:

/¢|va — Vo, |Pde = /V?/).V(’Up —vg)(vg —vp) dz +w2/1/1(12p —1q)(vp —vg) dz
Q Q Q

+i/¢(5pap — &qlig)(vy —vg) dz + /¢(V‘Pp = V,).V(v, —vy) dz
Q Q

+/ Vp.(Vpp — V) (vp — vg) dx
Q

Pour voir que le second membre de 'inégalité précédente tend vers 0 quand p et g tendent vers
+00, il faut d’abord remarquer que chaque intégrale est en fait une intégrale sur Q,- grace a la
fonction de troncature. Ensuite, on constate qu’il s’agit d’intégrales portant sur le produit d’une
fonction L fixe ( ¢ ot Vi), d’une fonction tendant fortement vers 0 dans L*(Q,-) (comme



40 LE PROBLEME DE DIRICHLET EXTERIEUR

Up — g, Vp — Vg, Eplly — €484 0u Vi, — Vip,) et d’une fonction tendant au moins faiblement vers
0 dans L?(2,+) (comme V (v, — v,)). Ceci prouve que:

Pq—+00

lim / Y|V, — Vo,|?dz = 0,
Q-
ce qui suffit pour conclure puisque:

/Q|va—Vvq|2d:r§ ; Y|V, — Vo, |*dz. O

Revenons maintenant & notre propos initial et & la suite u,, définie par (4.22). Supposons que nous
ayions établi que:
(4.27) e 1, est bornée dans H'(Q,),

Nous allons alors construire par passage a la limite adéquat localement, puis par un prolongement
adéquat a I’aide d’une formule de représentation intégrale, une solution u de notre probleme. Il ne
restera plus qu’a vérifier que ’hypothese (4.27) est bien satisfaite. Tout d’abord, en appliquant le
lemme & u,, avec g,, = g pour tout m, nous savons que nous pouvons extraire de u,, une suite
toujours notée u,, telle que pour a < p < p* (nous fixons un tel p):

(4.28) Uy, — uw dans H'(Q,).

Pour exploiter la formule de représentation intégrale sur S, pour u,, , il nous faut des renseigne-
ments les traces wuy,|s, et surtout (Qum,/dv)|s,. Ces traces sont définies sans problemes u,, est
de classe C* dans 2. Par ailleurs de (4.28), nous déduisons la convergence de u,,|s, vers um,ls,
dans Hz(S,). Pour obtenir un résultat analogue pour (u,,/dv)|s,, il nous faut un résultat de
convergence de type H? sur u,,, au moins dans un voisinage de S,. A priori si ¢ est seulement un
élément de H2(T'), u n’appartient pas & H?(9Q,). C’est pourquoi nous allons travailler dans une
couronne sphérique strictement intérieure & 'ouvert 2, et qui est un voisinage de .S,.

Lemme 10 Pour toutn > 0 tel que O C By_yy et Byyy C By, um converge vers u dans H?(Cy)
ou Cy est la couronne définie par:

Cy={r€eR*/a—n<|z|<a+n}
Démonstration : Choisissons ' > 1 tel que:
a+n' <p <petBy_y DO.

et considérons une fonction de troncature ¢ analogue a celle utilisée pour la démonstration du
lemme :

Y €DRY), 0<p<l,
supp ¢ C Cp, (z) =1, dans C,,.
Dans C,y nous avons dans D'(R?):
—A(up —ug)) +P(up —ug) = (1 + 6_2)7/’(up —ug) + 2V.V(uy — uy).
D’oti nous déduisons, comme C,y C Q,

2
w
F(up —ug) 2y <@+ ) 19 lpellup —ug llz2e,)

2| VY o=l Vup = Vg |lz2(0,) -
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Il s’ensuit que u, — u, est une suite de Cauchy dans H*(C,)) , d’ot le résultat annoncé. a

FiG. 4.5 - La couronne C,,

Remarque 12 Le résultat du lemme 10 entraine en particulier que w € H*(C,). En fait on a
beaucoup mieuzr. En passant d la limite dans D'(Q,) dans légalité

wr o
—Auyy, — (c—2 +iem)um =0

on obtient aisément que
2

—Au — OCJ—QU =0 dans D'(Q,)
ce qui suffit pour affirmer que u est en fait de classe C*° dans 1,.

On déduit immédiatement du lemme 10 le:

Corollaire 2 Lorsque m — 400, on a:

(1.29) o upnls, — uls, dans H? (S,) (done L*(S,)),
4.29
ou ou
. a—;n 5, — $|Sa dans H2 (S,) (donc L2(S,)).
Démonstration : C’est 'application du théoreme de traces. a

La formule de représentation (4.21) établie au paragraphe 4.3 nous suggere d’introduire la fonction
u* € C*(R?\B,) définie par:

(4.30) u*(z) = /S {G@_y)%(y) - S—Z(x—wu(y)}da(y).

Nous avons alors le:

Lemme 11 La fonction u* définie par (4.29) est de classe C® dans R*\B, et en outre uy,
(respectivement Vu,, ) converge uniformément vers u* (respectivement Vu*) dans toult compact de
R*\B,.

Démonstration: La régularité C* de u* provient bien entendu de celle de G(z) en dehors de
lorigine et des théoremes de dérivation sous le signe somme. Par ailleurs, grace a la formule de
représentation intégrale (lemme 6) nous avons:

Oup, oG

a—yy(y) — — (W +iem; T — Y)um(y)}do(y).

U () :/S {G(w2 +iEm; T — 1Y) %
o y
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Soit R > a et § > 0 tel que a + 6 < R, pour montrer que u,, converge uniformément vers u* sur
tout compact notons que, pour tout R > 0

. Oum ou
sup | [ {6 +iznis = 0 G W)~ Gl = )5 ()}do(y)] <
a+6<|z|<R J S, Ovy vy
ou ou
431 <V4ra{ su G(w? +iem; )] - LU
(4.31) < {6§|x|§pR+a| ( )l 5% v lz2(s.)
5 . Ou
+  sup |G +iemsz) — G(2)| - || o llL2sa)}
6<|z|<R+a v

Pour établir (4.31), nous utilisons le fait que siy € Sy et sia+6 < |z| < Ralorsé < |x—y| < R+a
faire sortir G des intégrales, puis nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz dans L2(S,,).

; . oG
De la méme facon nous avons par un raisonnement analogue (et aprés majoration de |a—| par
v

val)

oG . oG
swp | [ {5 (@ + e = D) — 5@ = pu)}dow)] <
a+6<|z|<R JS, OVy Vy
(4.32) <Viara{ sup |VG(W*+icm;a)| - || um —ullr2s,) +

§<|z|<R+a

+  sup VG +ien;x) = VG(@)| - |l wllpa(s,)}
6<|e|<R+a

On conclut alors en joignant les estimations (4.31) et (4.32) au résultat de convergence (4.29) et
au résultat du lemme 7 relatif & la fonction de Green G. Pour ce qui concerne la convergence
uniforme des gradients, il suffit de reprendre le raisonnement en remplacant G par VG. a

Remarque 13 Il est clair qu’en fail, loutes les dérivées de w,, convergent uniformément sur tout
compact de R*\B,.

Corollaire 3 La fonction u* définie par (4.30) est un prolongement C* 4 Q de la fonction u
construite au lemme 7.

Démonstration : Choisissons p’ tel que a < p' < p. Nous savons que:

e u), converge vers u dans H'(f2,),

e uy, converge uniformément vers u* dans la couronne Cy , = {p' < |z| < p} C Q,.
Par conséquent u et u* coincident sur la couronne en question, ce que nous voulions démontrer.O

Nous pouvons donc utiliser la seule notation u(z) pour la fonction définie par:

(433) U|Qp - ml—1>r£ooum|ﬂ" dans Qp’
u(z) =u*(z) dans R*\Q,.

Dressons le bilan des propriétés de la fonction w:

euc H}

loc

(@) nC=()
(4.34) e u,, — udans H'(Q,)

o uy, — udans WH(R3\B,ys) V6> 0

loc
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Il nous reste a démontrer que la fonction w ainsi construite est une solution sortante de (4.5).

Lemme 12 La fonction u définie par (4.33) est solution sortante de (4.5).

Démonstration : Nous n’en donnons que les grandes lignes:

En passant & la limite au sens des distributions dans ’égalité

2
—Auy, + (0_2 +iem)um =0

dans D'(Q2), on obtient aisément:

w2

—Au — Zu= 0 dans D'(Q).
Le passage a la limite est completement justifié dans la mesure ou, par exemple, (4.34)

entraine la convergence de uy, vers u dans H}, ().

En passant & la limite dans wu,|r = g, ce qui est licite puisque u,, converge vers u dans
H'(Q,), on obtient ulr = g.

Pour vérifier que u satisfait la condition de radiation de Sommerfeld sortante, il suffit de
faire appel a la formule de représentation, pour |z| > a:

(4.35) u(z) = /S 6t - 92w - 29— yyut)ydoty),

Ovy

et d’utiliser les propriétés de la fonction de Green sortante G(z). Nous omettons les dé-
tails . Les difficultés, purement techniques et calculatoires, sont du méme ordre que celles
rencontrées au chapitre 1 (Preuve du théoreme 6). i

Exercice 9 Rédiger les détails manquants de la démonstration du lemme précédent.

Pour compléter notre argumentation, il faut maintenant vérifier que ’hypothese de départ est bien
satisfaite:

Lemme 13 La suite u,, définie par (4.1) est bornée dans H* ()

Démonstration : Nous raisonnons par ’absurde et supposons que u,, n’est pas bornée dans

H'(Q

(4.36)

Considérons alors la suite @,, =

(4.37)

(4.38)

o). On peut alors extraire une sous suite, toujours notée u,, pour simplifier, telle que:

| wm |1(0,.)— +o0.

__Ym Ele vérifie, si on pose:
| wm (|10, )

_ g
Gm = —————,
| wm |71 (0,)

(.d2
—A’LNI,m — (0_2 + ZEm)’LNI,m = 0,

ﬂm|F = gm

Comme §,, — 0 dans H2(T) et que || un, a1 (a,.)=1, le lemme 9 nous dit que I'on peut extraire
de i, (donc de u,,) une autre sous suite également notée i, telle que:

(4.39)

i — udans H'(Q,), Vp' <p.
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En reprenant exactement démarche des lemmes 11 4 13, on montre que la fonction » ainsi construite

n’est autre que la restriction & Q, d’une fonction u € H}.(€2) N C*°(Q) qui vérifie:

w2

—Au — Fu= 0 dans D'(R?),

ou iw
|— — —u

lim |?do = 0.

R—+o00 Sk or
En outre ,, converge vers u dans Wllofo (R*\B,.5), pour tout § > 0. Le théoréme d’unicité que
nous allons établir juste a la suite de ce lemme entraine alors que v = 0. La contradiction vient
alors du fait que la convergence @y, vers u dans H'(f2,) mW,{;f" (R*\Byy5), avec a+6 < p entraine
que @, converge vers u dans H'(£2,-) ce qui entraine || u ||g1(q,)= 1, résultat en contradiction
avec u = 0. La preuve est ainsi achevée. O

Nous avons donc démontré le:

Théoréme 12 Lorsque l'ouvert Q) est connexe, le probléme extérieur (4.5) admet une unique
solution sortante u dans H} ().

Remarque 14 La connezité de l'ouvert Q a joué un réle important dans la démonstration du
théoréme 12 via le lemme d’unicité. En fait il est clair que l’on peut perdre le résultat d’unicité dans
le cas o § est non connexe, surtout parce que, dans ce cas, le probléme exterieur n’a plus vraiment
de sens. En effet si Q@ a N+1 composantes connexes, N d’entre elles, notées {Q;,1 < j < N}, sont
bornées, la derniére, que nous noterons ', étant celle qui "va a Uinfini” (voir figure). Le probléme
a resoudre dans Q peut s’écrire alors comme la juztaposition de N + 1 problémes totalement
découplés :

— un "vrai” probléme exterieur posé dans ',

— N problémes en domaine borné, un dans chaque composante conneze bornée §1;.

1l est alors clair que le résultat d’existence et d’unicité tombe en défaut dés que ‘*c’—: coincide avec

l'une des valeurs propres de Uopérateur —A dans L*(SY;), avec condition de Dirichlet homogéne
sur 0€);.

Fic. 4.6 — Cas ou Q) n’est pas conneze
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Pour terminer ce paragraphe, énoncons un résultat de continuité relatif a I’application g — u:

Théoréme 13 Pour tout R > a, il existe une constante Cr > 0 telle que:
(4.41) lulli,0n < Cr gl r

Démonstration: C’est encore le méme principe. Raisonnons par ’absurde. Si le résultat était

. . . . 1 . ..
fauc, il existerait une suite g,, tendant vers 0 dans H?z(I') et telle que la solution w,, associée
vérifie:

(4.42) lumll1,0r =1

En raisonnant comme aux lemmes 9 et 10, on établit que, quitte & extraire une sous-suite,
converge dans H'(Qp ), avec a < R’ < R, et aussi dans H? au voisinage de S,. En travaillant alors
avec la formule de représentation (4.35), on obtient la convergence de la suite u,, dans H} (Q) (cf
lemme 11), ce qui permet d’etablir que la limite v de u,, est solution sortante associée a la donnée

g =0 (cf lemme 12). Il s’ensuit que u = 0 ce qui aboutit & une contradiction avec (4.42). a

4.5 Formule de représentation intégrale et comportement a
I’infini
Nous commencons par donner les diverses formules de représentation intégrales permettant de

représenter la solution sortante u de (4.5) & partir de ses valeurs, ainsi que celles de son gradient,
sur une surface bornée.

Théoréme 14 Soit ¥ une surface bornée assez régulicre (de classe C* par evemple) et fermée de
R? vérifiant :

YcCQ,

et telle que :
u € H?oc(gz)a

ot Qy est le sous ensemble de Q de frontiére X. Alors on a la formule, pour tout x dans Qy :
(4.43) w(z) = | {G(z —y)7—(y) — 53— (& —y)u(y)}do(y),

ot G est la fonction de Green sortante, v, le vecteur unitaire normal ¢ Qs., et do(y) la mesure
superficielle sur X.

Démonstration Ce théoreme a déja été montré dans la section 4.5 dans le cas on ¥ = 5, par le
principe d’absorption limite. L’extension a une surface ¥ ”quelconque” peut se faire de la méme
maniere. Donnons toutefois une preuve plus directe s’inspirant de celle du lemme 6. La difficulté
& contourner vient du fait que u et G ne sont pas H? & l'infini (contrairement & ce qui se passait
au lemme 6. Etant donnés z € Qy et R > |z|, nous choisissons ¢ > 0 assez petit pour que la boule
B.(z) de centre z et de rayon € soit incluse dans Q. et dans la boule Bg. Nous posons alors:

(4.44) Qf(z,e) ={y € Qs NBgr/ |y —z| > ¢}
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Fic. 4.7 — L'ouvert Qf(z, ¢)

Les fonctions y — G(x — y) et y — u(y) appartiennent & H?(QE(z,¢)). De plus:
AG(z —)u—AuG(z —.) =0 dans Qf(z,e).
La formule de Green nous donne:
0G ou
| (5@ =) - 6~ ) S wlde(y) =

(145) L e = )~ o~ )68—( Mo (y)

Par passage a la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient:

oG ou
| Gy — ) - Gl =) S @ldo(y) =

(4.46)
)+ [ 15 @ = yuly) - Gl = ) S @)l ()

Ony

Pour conclure, il reste & montrer que la quantité :

oG ou
ug(z) = z—yuly) — Gz —y)=—(y)|do
o) = [ 5@ ) - Gl - ) 5 ko)
est nulle. Tl est clair que ugr(z) est indépendante de R pour R > |z|. En effet, soit R' > R,
remarquons que la difference ug(z) — u'z(z) s’écrit (Cr,r désignant la couronne délimitée par les
spheres Sg et Sy et n, le vecteur unitaire normal en y € CR g, sortant par rapport & Cg r'):

9% (&~ yuly) ~ 6o — ) o) ldo(y)

8Ck. ony Y

puis d’utiliser la formule de Green et le fait que les deux fonctions u et G(x — .) sont des solutions
réguli eres de ’équation de Helmoltz homogene dans la couronne Cg .

Remarquons maintenant que wg est une solution réguliere de ’équation de Helmholtz dans
Bpg. Posons par ailleurs, pour > R/2:

i) = u@) + [ [ - y)uly) - G — ) o ()ldo(y)
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Il est clair que uwg est une solution réguliere de I’équation de Helmholtz dans R3\B_R et qu’elle
vérifie la condition de radiation sortante. Par ailleurs, de la méme facon que 'on a démontré que
ugr(r) = up (x), on établit & 'aide de la formule de Green que, dans la couronne Cg/s g Ol @r et
upR sont:

g =ug dans Cg/y R

Ceci permet de définir sans ambiguité la fonction vz donnée dans R® par:
vr(z) =ugr(x) si|z| <R
vr(z) = ag(z) si|z] > R/2

Nous notons alors que v résout ’équation de Helmholtz homogene dans R? et satisfait la condition
de radiation sortante. Elle est dons identiquement nulle, ce qui conclut la preuve. O

Remarque 15
~ La formule ({.43) est l'équivalent de la formule (4.16) du lemme 6 pour z ¢ R™.

- La formule ({.43) est a priori valable pour x € Q. Il est tentant de “faire tendre” x vers
un point de T, et donc d’écrire (4.43) pour x € T ce qui, comme v = g sur T, donne une
équation dont l'inconnue est:

ou

(4.47) e(y) = av,

Le passage d la limite est toutefois mathématiquement délicat 4 cause de la singularité de la
fonction de Green. C’est toutefois ce type d’approche qui méne aux équations intégrales bien
connues dans la théorie du potentiel. L’intérét de ce type d’équation, notamment du point de
vue numeérique, est que l'inconnue p est seulement définie sur T, c’est a4 dire un ensemble
qui posséde le double avantage pratique d’étre borné et de structure bidimensionnelle. On
écrit en quelque sorte un probléme en domaine borné ”équivalent”. De ce point de wvue,
Uéquation intégrale peut étre vue comme le pendant de l’équation de Lipman-Schwinger vue
au chapitre 3. Nous développerons une méthode analogue au chapitre 5.

—(y) surT.

Nous nous intéressons maintenant au comportement asymptotique & l'infini de u. Le fait d’avoir
imposé la condition de radiation de Sommerfeld nous permet de prévoir que u va avoir le compor-
tement d’une onde sphérique sortante dont I'amplitude est modulée en direction. Pour établir ce
résultat nous allons utiliser la formule de représentation intégrale (4.43).

Théoréme 15 La solution w de (4.5) vérifie:

ST
ezw;

(4.48) w(r®) = A (w, 0) +0( 2)

T r

ot 'amplitude asymptotique A (w;©) est donnée par la formule, ¥ désignant une surface fermée
ayant les propriétés énoncées au théoréme 14:

ou w

(4.49) Auol,0) = - (G -i%

vy-© u(y)}e TV do(y),
. 1 .
et ot le 0(— ) est uniforme en ©.
T

Démonstration : Nous partons de la formule (4.43) qui nous donne:

et slz—ul 9y
ue) =4 [ T o)

|z —y| ov
(4.50) !

Zlz—yl
& [ st
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Alors en utilisant le fait que, pour y € X:

ei%‘””_y‘ ei“"””‘ je .z 1

_— = e_ c || y 1 + 0 I

ET m (00

o etelzyl w elrl o . 1

—(——) =iz, — € <Y (14+0(—))

vy |z —yl c T Jaf? ="
1 . . . .

(les O(H)) sont uniformes en y), on obtient le résultat annoncé en reportant dans (4.50). |

x

Remarque 16 Si O est de classe C? et si g € H3/>('), alors en choisissant ¥ =T on a la
formule :

_ i % _¥ —i%0.y
Ax(w,0) = o /F{ayy ch/y@g}(y)e do(y),

formule qui peut étre étendue au cas général 6 Uaide de crochets de dualité entre H=*(T') et H= (T).

4.6 Application a I’étude de la diffraction d’une onde plane
par un obstacle
Nous nous intéressons maintenant a 1’équation des ondes dans le domaine extérieur () avec
condition de Dirichlet homogene sur le bord I':
1 0%u
(4.51) c? ot?

’u|r = 0,

—Au=0, dans, t>0,

et plus précisément aux solutions harmoniques de fréquence w > 0, ce qui nous amene a considérer
I’équation de Helmholtz :

2

—Au —wu =0, dansQ,

(4.52)
’u|r =0.

Lorsque © = R?, c’est & dire en 'absence d’obstacle, des solutions particulieres privilégiées sont
les ondes planes:

(4.53) u(z) = expik.z,

ou le vecteur d’onde k doit satisfaire:
2

5 W
(4.54) M=%,
et peut donc s’écrire sous la forme:
w
(4.55) k==¢, ¢S
c
ol ¢ donne la direction de propagation de ’onde plane. Comme au chapitre 3, qui concernait les

hétérogénéités, s’intéresser a la diffraction des ondes planes par ’obstacle © équivaut a rechercher
des solutions de (4.52) sous la forme d’une onde plane perturbée:

(4.56) u(z) = expi% ¢.x +up(p;x),
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ot up(¢;x) est le champ diffracté di a l’obstacle, qui doit étre tel que:

oy, satisfait sur I' la condition de Dirichlet,

eup vérifie la condition de radiation sortante.

e
. -

P N
/

FiG. 4.8 — Diffraction d’une onde plane par un obstacle

En d’autres termes, up doit étre solution de:

W2
—Aup — —up =0 dans €,
c

(4.57) uplr = —expiﬂ(b.w sur T,
Cc
lim 28D 9 2do = 0.
R—too [g. Or c

Ce probleme releve donc de 'application du théoreme 12 et nous pouvons affirmer qu’a toute
onde plane incidente (4.53) de direction ¢, on peut associer un unique champ diffracté up(¢;x)
solution de (4.57). Nous allons comme dans le cas des milieux hétérogenes définir la notion d’am-
plitude de diffusion en nous intéressant au comportement asymptotique a l'infini de up(¢; ). Plus
précisément, nous savons d’apres le paragraphe 4.5 que 'on a:

iw
(4.58) up(p;10) ~ A(w,@,qﬁ)% r — +00

ou Pamplitude a l'infini A(w; 0, @), qui est par définition "amplitude de diffusion associée & ’obs-
tacle O, est donnée par exemple par la formule:

ol

8uD

(4.59) A(w;0,0) = ﬁ/g {8—%(¢;y) —i%vy-@ up(¢;y)} e~ =¥ %do(y)

ou v, est la normale unitaire a S,, définie comme dans les paragraphes précédents.

Remarque 17 Bien entendu lorsque louvert O est assez régulier (cf paragraphe 4.5), on a aussi
la formule :

1 auD

. _ 1 [Oup ., —izye [ izy(o-0) :
(4.60) Aw:0.0) = - [ Gor)e 0oty + 1% [ e O, un(6;y) do(y)

qui peut se réécrire, dans le cas général, en remplacant l’intégrale sur T' par le crochet de dualité
1 1
entre H2(T) et Hz(T).
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La formule (4.59) montre que la dépendance de A est analytique par rapport & ©. En outre, la
fonction A a une propriété fondamentale, connue sous le nom principe de réciprocité.

Théoréme 16 La fonction A(w; 0, @) vérifie :
V((-)) QS) € S2 X SZ A(wa 67 ¢) = A(w’ - 67 _QS)

Démonstration: Nous donnons la preuve dans le cas ou le bord T" est régulier au quel cas les
champs diffractés sont localement dans H?2. Toutefois la généralisation de cette démonstration
au cas non régulier ne pose pas de difficulté spécifique. Désignons par up(¢;z) et up(—0;z) les
champs diffractés associés aux ondes planes incidentes de directions respectives ¢ et —0. On a en
particulier :
W2
—Aup(¢;.) — —un(e;.) =0 dansQ
c 2
—Aup(—06;.) — c—zuD(—@; .) =0 dans Q.

De la méme facgon, nous désignons les ondes incidentes :

ul(¢)x) = ei%qbl)
'U/I(_@vx) = e—i%@.x,

qui vérifient I’équation de Helmholtz partout. En particulier ur(¢, z) et ur(—©, z) satisfont ’équa-
tion de Helmholtz dans 0. Par conséquent nous avons:

[ 1ur(gs)ur(=03) — ur(650) Sur (-5} = 0,
o
ce qui, en utilisant la formule de Green, donne:

(4.61) / 198 (g g (~0,2) = ur (65 ) AL (~, 2)yor = 0.

De la méme fagon nous avons pour les ondes diffractées, avec Qg = QN By :

; {Aup(¢;2)up(—0, ) — up($; ) Aup(-0,z)}dzr = 0.

Soit encore, apres utilisation de la formule de Green

8’U,D

J 52 (6:00un(~0,2) — un(6:0) 2 (~6,0)}do
r

(4.62) oun .
+ | {5 (#0)up(=6,2) - UD(QS,I‘)W(—@,:L‘)}dJ =0.
Sr

Or nous pouvons écrire:

0} .
S2(033) = iZup(¢52) + wp (i)
(4.63) a c
u W
6rD( 0,1) —zzuD(—G);a:)-i—wD(—@;m).
avec:
(4.64) pim (lwp(é;)llzzse) = Jlim [wp(=6;)llzacsp) = 0.

1
Compte tenu du comportement asymptotique & U'infini (en —) des champs diffractés, nous avons:
r

(4.65) lun(d; Mrz(sm) + lup(=05)L2(s7) < C
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ot C est une constante indépendante de R. A partir de (4.62) et (4.63), nous tirons:

OUD (6;2)}do(a)

[ 6seyun(-050) — un(6:0)
r
+ : {wp(¢;2)up(—0;z) —wp(—O;z)up(¢;z)}do(z) =0,

a partir de quoi on obtient, en passant a la limite quand R — +oo (compte tenu de (4.64) et
(4.65)):

(1.66) 152 @5 )un(~652) — up(6i0) 2 (0i0))do(a) =0
Nous remarquons maintenant que la formule (4.59) définissant A(w; O, @) se réécrit:
17 A(10.0) = [ {FG2(010)u1(=050) — up(30) G (~030) o).
Par conséquent :
dmA(w; / 128 (0 )ur(950) — up(~03) oL (g5.2) o ().
Par différence:
ir {A(w;0,0) — A(w; —¢,-0)} =
Oup Oup
(4.67) [ (GG (=612) + G2 (=052 s (6: )i (o)
Oury 0
/[qu;x)a—n(—@;m) +up(-050) 2L (6 2))do ().
r

Nous ajoutons (4.67) a la somme de (4.61) et (4.66) pour obtenir:
0 0
(4.68) 4m{A(w3 ©,0) = A(ws — 5,0} = [ {u(6:)(~010) = u(=012) (52 o)
ot u(¢;z) et u(—0O;x) désignent les champs totaux:
u(¢; ) = ur(; x) + up(¢;x),
w(=0;2) = ur(—0;2) + up(-0;2).

qui satisfont en particulier la condition de Dirichlet homogene sur I'. Nous en déduisons le résul-
tat. O

Le théoréme de réciprocité montre que A(w, ©, ¢) dépend analytiquement des deux “angles” O et

0.
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Chapitre 5

Equations intégrales et probléemes de Dirichlet extérieur

Nous nous proposons de présenter maintenant une nouvelle approche du probleme de Dirichlet
extérieur etudié au chapitre précédent, a savoir:

w2

—Au — U= 0,
(5.1) ulr = g.

. ou w

lim | =— —i—ul|*do = 0.
R—+o0 Jg. Or c

Cette méthode consiste & se ramener & un probléme équivalent posé sur la frontiere I' de ’obstacle,

probléme qui se prete dans un deuxiéme temps & une approximation par éléments finis, comme

nous le verrons.

5.1 Notion de potentiel de simple couche

Nous avons vu au chapitre précédent que lorsque le bord I' est suffisamment régulier et lorsque
3 . . \ 7 .
g € H=(T), alors la solution sortante u de 5.1 appartient & H7 (Q) et admet la représentation
intégrale (z € Q):

(5.2) u(z) = / (6 -9 2% )~ 25 (o — yyuly)}ydo(y),

ony

ol G est la fonction de Green sortante de I’équation de Helmholtz. Rappelons également que
cette formule reste valable dans le cas ou I' n’est pas nécessairement régulier et avec seulement
g € H*(T'), a condition de remplacer la seconde intégrale par un crochet de dualité entre Hz (I
et H’%(I‘). Ce résultat est en fait indépendant de la condition aux limites, la démonstration le
prouve. Cela exprime que toute solution sortante d’un probleme extérieur s’écrit sous la forme
d’une combinaison linéaire de deux types de quantités (p et ¢ désignant des fonctions définies sur
T, raisonnablement régulieres, par exemple dans L2(T') - mais intégrables suffirait):

(5.3) Sp(x) = / (G — y)pw)do(y), =€
(5.4) Dp(z) = g S—Z(w —y)q(y)do(y), z€Q

Par définition, Sp s’appelle le potentiel de simple couche associé & la densité p alors que Dp est
le potentiel de double couche associé & la densité g. Nous nous concentrons dans ce cours sur la
notion la plus simple, celle de potentiel de simple couche.
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Théoréme 17 Etant donné p € L*(T), la formule:

(5.5) Sp(z) = / G — y)pw)do(y), €9

définit une fonction de classe C* dans QU O. De plus, v = Sp est l'unique solution du probléme

de transmission:

w2

—Av——v =0, dansQUO,
c
(5.6) ] =0,
v
[5,1ir =P

ot [v]|r désigne le saut de v d travers T quand on va de O vers Q. En particulier v € H!

3
loc(R )
et Av e L2 (QUO), ce que nous noterons v € H., (R*) N HL (A, QU O). Par suite l'opérateur

p — Sp, p € L*(T') se prolonge de facon unique en un opérateur linéaire continu de H*%(F) dans
HL (RN H(AQUO).

Démonstration : Nous ne démontrerons pas ici ’existence et 'unicité de la solution v de (5.6).
La preuve peut se faire & 'aide du principe d’absorption limite, en suivant la démarche adoptée
au chapitre 3. La solution v est construite comme la limite quand ¢,, — 0 de la solution v,, €
H'Y(R?*) N H'(A,QUO) du probleme coercif:

2
—Avpy, — ((;}_2 +iem)vm =0, dans QU O,

(5:7) [om]r =0,

Nous ne démontrerons pas non plus la continuité de la dépendance p — v de H_%(F) dans
H. (RN H} (A, QUO). La preuve peut se faire comme au theoréme 13.

loc

Concentrons nous sur l'obtention de la formule (5.5), v étant a priori définie comme la solution
de (5.5). Formellement, il est facile d’obtenir (5.5). En effet, si on raisonne au sens des distributions
dans R?, on voit que v satisfait:

w2
—Av— —v=pér dans D'(R?).
¢

ou ¢ér est la distribution de Dirac portée par la surface I':
<or,p>= / pdo Yo e D(R?)
r

Si on applique formellement la formule vue au chapitre 1 pour ’équation de Helmholtz avec second
membre, on écrit, ép étant assimilée a une fonction:

o@) = [ Gla ~ y)orwplwiy
ce qui redonne formellement (5.5).

De facon plus rigoureuse, nous allons poser:

Vi = V|0 et v, = vjQ
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— Considérons tout d’abord z € O et € > 0 assez petit pour que la boule B.(z) de centre x et
de rayon e soit incluse dans O. Nous posons:

(5.8) Oz,e) ={y e O /|y —z| >¢e}.

et nous reprenons la démarche de la démonstration du lemme 6. La fonction y — G(z — y)
appartient & H2(O(z,¢)) et:

AG(x —.)v; — Av; G(xz —.) =0 dans O(x,¢).

Nous intégrons cette égalité sur O(x,¢) et utilisons la formule de Green. Par convention, sur
0B.(z), n, désigne la normale au point y, sortante par rapport & O(z,¢). Il vient:

%9 (@~ yilydo )+ < Gla— ), 2

>r=

oG 90
/635(@[5—%(2; r—y)i(y) — G(z;2 — y)any (y)]do (y),

(5.9) v Ony

soit, apres passage & la limite quand € — 0,

(5.10) vi(z) = — < Gz — ), g—s; >r +/F§—Ti(m —y)vi(y) do(y), z€O

Si z € 0, alors celle fois, y — G(x — y) appartient & H?(O) et on a 1’égalité:
AG(x —.)v; — Av; G(xz —.) =0 dans O.

Si on integre cette fois sur O, on obtient:
8vi oG
A1 = - — )y —(x —y)v; , Q
(5.11) 0 <Gz —.), o, >r +/F o, (z —y)vi(y) do(y), =€

— Toujours pour z € {2, choisissons R > |z|, € > 0 assez petit pour que la boule B.(z) de
centre z et de rayon ¢ soit incluse dans 'ouvert Q. Posons
(5.12) QF(z,e) = {y € Qr/ ly — x| > ¢}
La fonction y — G(z — y) appartient & H2(QF(xz,¢)) et:
AG(z — ) ve — Av, Gz —.) =0 dans Qf(z,¢)

Apres intégration sur Qf(z,¢) et utilisation de la formule de Green, il vient, en tenant
compte du changement d’orientation sur I' de la normale sortante par rapport & Qf(z,¢),
qui est cette fois —n, (Sur 0B.(x) et Sg,n, continue & désigner par convention la normale
unitaire sortante par rapport a Qf(z,¢)):

/1“ [g—ri(l‘ — ) (y)do(y)— < G(z —.), B Sp=

(5.13) / )[ﬁu ~y)uely) — Gl — y)aa—,fy(y)]do(y)

Mais nous avons vu dans la démonstration du théoreme (14) que

/S [B—G(w —y)ve(y) — Gz —y) Ove (y)] do(y) =0

Ony Oony
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Par suite, apres passage a la limite quand ¢ tend vers zéro, nous obtenons.
v oG
(5.14) ve(z) =< G(z — .), a—e >r —/—(a: —y)ve(y) do(y), = €Q
Ny rony
Si nous considérons maintenant x € O, il est clair que nous obtiendrons:

Ove oG
(515) 0=< G(Z’ - .), a—ny >r _/Fa—ny(l' - y)ve(y) dO’(y)> xreO

— Pour z € O, nous pouvons ajouter (5.10) et (5.15). Compte tenu de:

ot 8’Ue a’l)i

v = — =
eft = Telr anir onir U
nous obtenons:

(5.16) Ve e O, wvi(z)=<G(z—.),p>r

ce que l'on peut réécrire comme une intégrale lorsque p € L?(T'). De méme, en ajoutant
(5.11) et (5.14), nous obtenons:

(5.17) Ve e Q, wv(z)=<G(r—-.),p>r

Le théoreme découle de (5.16) et (5.17). O

5.2 L’équation intégrale

5.2.1 Construction de 'opérateur St

Grace au théoreme de trace, nous pouvons définir I'opérateur:

(5.18) Sr € L(H™*(I), H¥(I))
par:
(5.19) Vpe H ¥(I), Srp=(Sp)r

Si on cherche a résoudre un probleme de Helmholtz extérieur, on peut donc toujours chercher la
solution sortante sous la forme d’un potentiel de simple couche associé a une densité p a déterminer
de fagon & satisfaire la condition aux limites. En l'occurrence, pour le probleme de Dirichlet cela
ramene au probléeme:

(5.20) Trouver pe V = H*%(F) tel que Srp =g.

On dit que (5.20) est une équation intégrale dans la mesure ou (5.20) se réécrit formellement:

(5.21) Trouver p tel que / G(z —y)p(y)do(y) = g(z), z€N=yg.
r

En toute rigueur il faut faire un peu attention et préciser pour quels p, Srp est effectivement donné
par l'intégrale figurant dans le terme de gauche de (5.21):

(5.22) /F G(z — y)p(y)do(y)

On dit que St est 'opérateur intégral de noyau:

ei%‘m_y‘

47

G(i’?—y)zﬂ
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La premiere question que l’on doit se poser est du reste ’existence de cette intégrale. L’analyse de
la singularité & l’origine de G(x) montre que, pour x € I':

y— G(x—y) € L") mais y— Gz —y)¢L*T)

Il s’ensuit que l'intégrale (5.22) n’a a priori pas de sens pour p € L?(I') mais qu’elle est bien définie
pour:
p € L=()

Le théoréme qui suit exprime le fait que Srp est effectivement défini par (5.22) pour un tel p.

Théoréeme 18 Sip € L*(T'), alors Spiq (respectivement Spip) appartient d C°(Q) (respective-
ment C°(0)) et :

VreT, Sepl) = / Gl — )p(y)do(y)

Démonstration: Nous devons montrer que si p € L*(T) et si ,, désigne une suite de points de
Q convergeant vers x € I'; alors:

lim [ G(xn —y)p(y)do(y) = /F G(z —y)p(y)do(y)

m— 400 r

La preuve est purement technique. Quitte a effectuer un changement d’origine, nous pouvons
supposer que x = 0 et donc que:

Tm — 0

Nous supposerons également (quitte a effectuer une rotation des axes) que, localement au voisinage
de 0, T coincide avec la variété (surface) d’équation:

Ys = f(g)ag = (ylay2) € R25 f € Wl’oo(B?)’f(O) =0.

I'ouvert Q coincidant localement avec le demi-espace:

ly==@93) /ys> f(9)}

Fia. 5.1 — Représentation paramétrique locale de T’

Nous introduisons, ¢ > 0 étant choisi suffisamment petit, une fonction de troncature ¢ € C$°(R?)
satisfaisant:

p(x) >0, ¢@(z)=0pour|z|>c¢c

¢(z) =1 pour |z| > 3
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Mous réécrivons:

/F Gt — y)p(y)doly) = / Glatm —y) (1 - 9(y)) p / Gz (v) p(y)do(y)

Il est clair que la suite des fonctions y — G(zm — y)(1 — ¢(y))p(y) converge uniformément vers
G(y)(1 = »(y))p(y) et donc que:

(5.23) lim G(rm —y) (1 —p(y)) ply)do(y) = /FG(y) (1= (y)) p(y)do(y)

m——+o0 T

Pour le deuxiéme morceau de 'intégrale, nous utilisons la carte locale f(x), ce qui est licite si
€ > 0 est choisi suffisamment petit. Si 2, = (T, 23,m), LOUS avons:

[ G etw)ints) = [, 6521105 SDVBE S @I 1) N

Nous effectuons alors le changement de variable Z = § — Z,,, et obtenons:

[ Gl = o )o) = [, G 1 = 1+ 20)) 95+ T 12+ ) X
5.24 r
P2+ T, f(Z+ @) (14 VI +T)?)?)} dZ
Nous remarquons alors que:
|G (2, 23.m — F(Z+Tm))| = (12 + |23.m — f(Z+2m))) 7% < |2]7

Par ailleurs, pour m assez grand, le support de la fonction z — @(Z + T, f(Z+ Tp)) est surement
inclus dans la boule de R? de centre 0 et de rayon 2¢. Par conséquent, si nous désignons pas x.(Z)
la fonction caractéristique de cette boule, nous pouvons écrire:

@(2 + T, F(2+ Tm) P2+ T, f(Z + T)) (1 + VF(Z+ En)?)F < Xe(2) [Ploor (1+ [V Floor)

Par suite, l'intégrande de l'intégrale figurant au second membre de (5.24) est majoré pour tout m
par la fonction fixe de L' (R?):

X:(Z
Z|
Comme cet intégrande converge ponctuellement presque partout vers la fonction:
- = el oo _vi2n
Z— Gz, f(2) p(z, f(2) A+ |VF()P)F € LY(R?)
Nous pouvons invoquer le théoréme de Lebesgue pour passer a la limite dans (5.24). Nous obtenons
ainsi:

(5.25) tim [ Glan =) ) / Gly) o) p(y)do(y)

m—+00

|p|oo,F (1 + |Vf|oo,1“)

Nous obtenons le résultat ﬁnal en recollant (5.23) et (5.25). O

Remarque 18 Le lecteur avisé constatera qu’il n’est pas évident d’appliquer directement le théo-
réme de Lebesgue.

Notons que (5.21) peut se réécrire de fagon variationnelle, ce qui est particulierement utile pour une
approximation par éléments finis, en introduisant la forme bilinéaire continue sur V' x V associée
Z\% SF:

(526) V(p> q) eV x Va bF(p) q) =< Sfpvq >r

sous la forme: )
(5.27) Trouver p € V = H2(T') tel que br(p,q) =< q,g >r -
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5.2.2 Equivalence entre le probléme initial et I’équation intégrale

Etablissons maintenant le résultat d’équivalence fondamental entre le probleme et le probleme
initial:
Théoréme 19 On a le résultat suivant:

(i) Sip €V est solution de (5.27), alors u = Spq est la solution de (5.1).

(ii) Réciproquement, si w?/c* n’est pas une des valeurs propres de Uopérateur —A dans O avec
condition de Dirichlet homogéne sur T, alors si u est la solution de (5.1), il existe p € V tel
que p soit solution de (5.27) et u donné par u = Spq.

Démonstration: Le point (i) est évident par construction méme de l'opérateur Sp. Pour la
réciproque, notons que comme w?/c? n’est pas valeur propre du probleéme de Dirichlet intérieur
associé & —A, nous pouvons introduire 'unique solution u; du probléme:

2
—Au; — w—ui =0, dans O

(5.28) c?
uilr =g
Nous posons alors:
(5.29) = P -2y ev
’ P=15,/Ir on It

et introduisons la fonction v definie par:

v=u dans §,
(5.30)

v=u; dans O.

1l est alors clair que par construction de S et St, v = Sp et Spp = g, ce qui acheve la preuve. O

Remarque 19 Il y a donc équivalence entre les probléemes sauf pour une infinité dénombrable
de fréquences. Ces fréquences sont traditionnellement appelées fréquences irréguliéres. Notons que
pour une telle fréquence, Uopérateur St n’est évidemment pas un isomorphisme. En effet soil w;
une fonction propre de Dirichlet pour —A dans O, alors d’aprés le théoréme de prolongement
unique, p; = (%“;j )ir € V' est non nul et Srp; = 0. (Il suffit se remarquer que Sp; n’est autre que
le prolongement de w; par 0.)

Le principal avantage du nouveau probleme, notamment d’un point de vue numérique, est qu’il
est posé sur un domaine borné, en ’occurrence la surface I'. D’un point de vue mathématique, il
convient d’étudier les propriétés de 'opérateur Sr.

5.2.3 Propriétés de Sr. Théoreme d’existence et d’unicité
Nous avons tout d’abord le:
Lemme 14 Siw n’est pas une fréquence irréguliére, ’opérateur St est injectif.

Démonstration: En effet, soit p € Ker(St), d’aprées le théoreme 19, u = vjg ot v = Sp et u
est solution de 5.1) avec g = 0. 1l s’ensuit que v = 0 et donc que (%)‘p = 0. Srp = 0 signifie
également, en posant u; = v|p, que:

(ui)r = 0
Comme w n’est pas une fréquence irréguliere, w?/c? n’est pas valeur propre de —A dans O avec

condition de Dirichlet. u; est donc nul et par suite (%% );r = 0. Finalement:

c’)ui ou o
P—(an)\r—(%)\r—o
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ce que nous voulions démontrer. O

Nous allons maintenant voir que St est un opérateur de type Fredholm, ou plus précisément,
. , . _1
une perturbation compacte d’un opérateur coercif dans H 2 (T).

Tout d’abord nous notons que, par simple application du théoreme de Lax-Milgram, le pro-
bleme:

—Aw+w=0, dansQUO,

(5.31) [w]jr = 0,

295 =
an v = P-

admet une unique solution w dans H'(R*) N H'(A,Q U 0). De plus application S : g — w est
linéaire continue de V dans H'(R?) N H'(A, QU O). Nous pouvons alors définir:

(5.32) S2 e L(H™*(T'), H?(T))
par: )
(5.33) Vpe H :(T), Spp=(S"p)r

et la forme bilinéaire associée:
(5.34) V(p,q) €V xV, bp(p,q) =< Spp,q>r
Lemme 15 L’opérateur SP est coercif dans V :

(5.35) vpeV,  Rpp) 2B, >0

Démonstration: Soit w la solution de (5.31). Par la formule de Green, utilisée dans et dans
O, on établit 'identité:
(5.36) be(pp) = llwl} g

mais, d’apres le théoréeme de trace dans H'(A, ), nous avons, si w, désigne la restriction de w &
Q:

ow,
(5.37) 150 21 S Celllwelf g + [|Awe[§ o) < Cellwe|li g
alors que, w; désignant la restriction de w a O
Ow; 5 2 2 2
(5.38) 15, 1= 1.0 < Cilllwillig +1Awlls o) < Cillwilly o
Il s’ensuit bien sur que:
ow ow;
(5.39) 1SEpI2 s p = 1(5 ) = ( ’)|r|,_p < Cllwll? g
3 on on
On conclut alors aisément. |

Remarque 20 Le résultat précédent permet de donmer une caractérisation intrinséque de la

1 . . . .7 .
norme H™2(T'). En effet, il est facile de voir que l'on a la formule (on utilise la fonction de
Green associée & l'opérateur u — —Au + u et on invoque l’équivalent du théoréme 18):

(5.40) Vp € L=(T), b (p,p // ~la—y| PEPY) do(z)do(y)

drlr —y|

Orp — b (p,p)% est une norme équivalente d la norme H ™% (T"). De la méme fagon en raisonnant
avec l'équation —Au = 0 au liew de —Au + v = 0 (atlention, dans ce cas, on peul toujoirs
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appliquer Laz-Milgram mais il faut sortir du cadre H'(Q) on démontrerait que, modulo le passage
a une norme équivalente, nous pouvons écrire:

Yp e L=(I), fployr = </F/F % da(m)da(y)f

Il est clair qu’une démonstration directe d’un tel résultat est loin d’étre évidente. Il n’est méme

pas facile de voir que lintégrale:
/ / p(x)p(y) do(z)do (y)
rJr |z =yl

Une conséquence (par Lax-Milgram) du lemme 15 est bien évidemment le:

est positive.

Corollaire 4 L’opérateur SY est un isomorphisme de V dans V'.

Nous introduisons 'opérateur “différence”:
(5.41) Cr = Sp— S e L(H *(T),H?(T))

Lemme 16 L’opérateur Cr est continu de H—% (') dans H* (T). Par suite, l'opérateur Cp(S2) 1
est compact dans H? (T).

Démonstration: Soit p € V, nous désignons par v et w les solutions respectives des problemes
(5.31) et (5.31) et nous posons:
v=w+d

1l est facile ce voir que d € H,,(R?) et est solution de:
(5.42) —Ad+d=(1+w?)w, dansR?
Par régularité elliptique, nous avons:

v € Hpo(R?) = d € Hj;, (R”)

et, en utilisant une fonction de troncature convenable (nous laissons les détails au lecteur), on
démontre que si R' > R > 0, il existe une constante strictement positive Cg g/ telle que:

dlls,0n < Crrllvll1,0,

Mais nous savons que (cf théoréme 17 ):

lolls.as, < Cr Ipl_y

QR =
Par suite, par le theoreme de traces:
ad 3
— €H:(T
onr (D),

et on a ’estimation, avec une constante C' convenable:
od
|a_n|gr <Clpl_yr

Ceci permet de conclure & la continuité de Cr de H—%(I') dans H? (T') puisque:

od _
onir rp
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Pour terminer on remarque que:
(SP)7'Cr € L(HF(T), HE (D))
et on invoque la compacité de 'injection de H? (') dans Hz (T). |

Remarque 21 Le caratére “compact” de Cr est di a son effet régularisant. Ceci peut se com-
prendre intuitivement de la maniére suivante. Le noyau de ['opérateur St :

ei%m*m
drle —y|
est singulier en x =y de méme que celui de l'opérateur S2:
67|I7y|
drle —y|
Or la singularité, en 'occurrence 4w|z — y|=' est la méme, de sorte que le noyau de Cr:

ei%m*m 67|I7y|

Ar|lz —y|  Ar|z —y|
est plus régulier.

En conséquence, il est clair que la résolution du probleéme (5.27) reléve de Ialternative de Fredholm.
En effet, si nous introduisons la nouvelle inconnue:

q=Stpe Hi(T)
le probleme (5.27) (ou (5.20) se réécrit:
(5.43) Trouver q € H%(I‘) /q—(S)'Crqg=g

ot (S2)~'Cr est compact. Une conséquence directe de l'alternative de Fredholm, du théoreme 19
et du lemme 14 est alors donnée par le théoreme suivant:

Théoréme 20 Si w n'est pas une fréquence irréguliére, le probléme (5.27) admet une unique
solution p et la solution u de 5.1 est donnée par:

u=2_Sp

5.3 Approximation par éléments finis
5.3.1 Construction du probléme discret

Rappelons que le probleme qui nous concerne s’écrit variationnellement:
(5.44) Trouver pe V = H_%(I‘) tel que br(p,q) =< ¢, 9 >r .

Pour en réaliser une approximation par éléments finis, on introduit de fagon standard une famille
{Vh, h > 0} de sous-espaces de V' de dimension finie:

(5.45) Vh >0,V CV, dimV} = Nj, < 400

Rappelons que h est un parametre destiné & tendre vers 0 (en pratique, ce sera le pas d’un maillage
de la surface I') et que l’on fait ’hypothese d’approximation usuelle:

(5.46) vpeV, lim q,fréfvh lp—anl_1r =0
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Le probleme approché s’écrit:
(5.47) Trouver pp, € V}, tel que br(pp,qn) =< ¢, gn >T -

Bien évidemment, ce probleme se ramene en pratique a la résolution d’un systéme linéaire dans
Rt . En effet, si on se donne une base {w; , 1 <j < Ny} deV} et si on décompose I'inconnue py,
sur cette base:

Ny
(5.48) ph=Y pjw;,
j=1
I'inconnue du probleme devient le vecteur:
(5.49) Py = (pjh<j<n, € R™
Ce vecteur est solution du systéme linéaire:
(5.50) Bl P, =F,
ot la matrice By, est donnée par:
(5.51) By, = ((Bjj))i<ij<n, ou Bjj = br(wi,w;)
et le second membre F}, défini par:
(5.52) Fy = (Fj))i<j<n, ouF;=<wj,g>r
Plusieurs questions se posent. Sur le plan pratique:
— Comment choisir ’espace V; 7
— Comment choisir la base {w; , 1 < j < N}?
— Comment calculer la matrice B}, ?

— Comment résoudre le systeéme linéaire (5.50)?

Nous reviendrons sur ces questions dans la section 5.3.3. Sur le plan théorique les questions qui se
posent sont:

— Le probleme approché (5.47) est-il bien posé?
— La solution pp, de (5.47) converge t-elle vers p?

Nous reviendrons sur ces questions dans la section 5.3.2.

5.3.2 Analyse de la convergence

Le probleme (5.44) n’étant pas coercif, on ne peut pas lui appliquer la théorie variationnelle
habituelle. En fait il faut généraliser la théorie d’approximation habituelle aux problemes qui
apparaissent comme des perturbations compactes de problemes coercifs. Nous allons nous appuyer
de fagon essentielle sur la décomposition:

(5.53) br(p, q) = bp(p,q) + er(p, )
ol b (p, q) a la propriété d’ellipticité:
(5.54) vpeV,  bi(pp) 2B pP . B>0.

et ou cr(p, q) a la propriété de compacité:

(5.55) pn, converge faiblement vers p dans V. — lirf er(pn,pn) = cr(p,p)

n
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Notre premier résultat énonce que le probleme approché (5.47) est effectivement bien posé, a
condition toutefois que h soit choisi suffisamment petit:

Théoréme 21 I existe hg > 0 tel que pour tout h < hy, le probléme (5.47) admet une solution
uyp, et une seule.

Démonstration : Comme on est en dimension finie, il suffit de montrer que, pour h < hyg, la seule
solution correspondant a g = 0 est pp. Si tel n’était pas le cas on pourrait trouver une suite hy,
tendant vers 0 telle que:

Vk > 0,3 pp, € Vi, tel que |pp,|_1

=1et
(5.56) a

br(phk7qhk) = b[I]‘(phkaqhk) + Cr(phk7qhk) = 0> thk € th'

La suite pp, étant bornée dans V, on peut toujours supposer, quitte & en extraire une sous-suite,
que l'on a:
(5.57) ph, — p € V, faiblement dans V.

Désignons par II, 'opérateur de projection orthogonale de V' sur V. D’apres (5.46), nous savons
que:
VgeV, |l —Ipgl_1p=0.
q Lim lg = Mng|_1 p

Choisissons g, = I, ¢ dans (5.56):

b2 (Phy» hy,q) + cr(Phy s ayq) = 0
Par passage a la limite quand & — 400 nous obtenons:

bp(p,q) +cr(p,q) =0 VgeV.

d’olt nous déduisons, griace au résultat d’unicité relatif au probleme (5.44), que:
(5.58) p=0.
Par ailleurs, grace a (5.54) et (5.56) (prendre gp, = pp, ), hous avons:
(5.59) B |phk|2,%’1“ < b2 (phys Phy) = —cr(Phy s Phy)
Mais, grace a (5.55), nous savons que:

lim CF(phkaphk) =0

k—+o00
(5.59) montre que py, converge fortement vers 0 dans V', ce qui contredit |pn,| 1 p =1 et achéve
la démonstration. |
Nous pouvons maintenant passer au résultat de convergence:

Théoréme 22 La solution p, de (5.47) converge fortement dans V wers p solution de (5.44);
Plus précisément, il existe C > 0 telle que pour tout h < hg, le probléme h < hy:

5.60 - <C inf |p—
(5.60) lp—pn|l 1 < th)révhlp anl -1 r

Démonstration: Elle comprend plusieurs étapes:
(i) D’apres la coercivité de br, il vient:

(5.61) B |P—Ph|2_%7p < b3(p = Ph, D — Pn)

=br(p — pn,p — pr) —cr(p — Pr, P — Pn)
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(i)

(iii)

Or, par différence entre (5.44) et (5.47):
br(p — phsqn) =0, Van € Vj.
Par suite, en utilisant cette propriété avec q, = pp — Il, nous obtenons:

(5.62) Blp _ph|2,%’r < br(p —pr,p —wp) — cr(p = Py P — Pa)

Montrons maintenant que:
¢ — —
(5.63) iy TP = PhsD =~ pn)

=0.
h—0 |p_ph|2—%,r

En effet, posons:
dr — P —DPn
= ——
Ip —Ph|7%,r

La suite dj, étant bornée dans V', on peut en extraire de une sous-suite , toujours notée dj,
pour ne pas alourdir les notations, telle que:

dp — d, faiblement dans V'
Comme br(dp, gn) = 0 pour tout g, dans V}, en particulier:
br(dn,Ilpg) =0, VgeV.
Par passage a la limite quand h — 0, il vient:
br(d,q) =0, VqeV.

ce qui entraine d = 0. Par conséquent, en utilisant la propriété de compacité de cr(p,q),
nous en déduisons (5.63).

De (5.63), nous déduisons que, au moins pour h assez petit:

B
(5.64) cr(p — pn,p — pr) < §|P—Ph|2,%,p

En reportant (5.64) dans (5.63), nous obtenons:

B
(5.65) 5 [P =pal s p <br(p—Tp,p— pn)

Ainsi, en utilisant la continuité de br, nous déduisons I’existence d’une constante C' > 0 telle
que:
lp—pnl_1r <Clp—Ip|_sr

ce que nous voulions démontrer.

5.3.3 Choix de I’espace V), et mise en oeuvre numérique

Le choix le plus simple de construction d’un espace V} repose avant tout sur un maillage de la
surface T', noté 7p,:

(5.66)

Tn={K /K €Ty, K fermé CT}

tel que (I% désignant l'intérieur de K pour la topologie de I'):

K #KQ =K, ﬂKQZ(D

(5.67)

I'= UKGThK



66 EQUATIONS INTEGRALES

En pratique, si la frontiere ' est polyédrique on fera un maillage en triangles. Si elle n’est pas po-
lyédrique, on en réalisera une approximation polyédrique. Dans ce dernier cas de figure, il faudrait
completer notre analyse d’erreur du paragraphe précédent par une analyse de l'erreur introduite
par ’approximation de la géométrie. Ce point dépasse le cadre de ce cours. Dans la suite, nous
supposerons donc que les éléments K sont des triangles.

Fic. 5.2 — Maillage surfacique d’une sphére

On désigne par diamK le diametre de K et h désigne le pas du maillage:

(5.68) h = sup diamK
KGTh

On définit ainsi une famille de maillages. Pour construire Vj, bien que V = H~2(T') contienne
des distributions qui ne sont pas dans L?(T'), on va considérer un sous-espace de L?(T'), ceci se
justifiant a priori par le fait que L?(T') est dense dans V. Le plus simple consiste & considérer un
espace de fonctions constantes par morceaux:

(5.69) Vi ={qn € L*(T) / VK € T, qnx € P*(K)}

On peut démontrer, mais la présentation de la preuve dépasse le cadre du cours, que la propriété
(5.46) est satisfaite. De fagon plus précise, on peut démontrer les estimaions suivantes:

Vpe LAT), inf [p—qu| 1p < CR* |plor
(5.70) €V >

1 .
Vp e Hz(D), q,fréfvh lp—anl_1r <ChlplLr

ce qui entraine (5.46) puisque H2 (') est dense dans V.

Remarque 22 On peurt en fait démontrer que si p est encore plus réguliére que H%(F), par
exemple dans H%(F), on peut obtenir une estimation légérement meilleure:

VpEH%(F); inf |p—qh|,lrS0h% Ipls
qhEVh 2z 2

Par contre, quelle que soit la régularité de p, on ne peut faire mieux que O(h%)
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Pour ce qui est des calculs effectifs, on commencera par remarquer que:
Vi, C L™ (F)

de telle sorte que, en invoquant le théoreme 18, nous avons:

Y(ph,qn) € Vi X Vi, br(ph, qn) //G ( —y) pr(z)qn(y) do(x)do(y)

// 2ja—y| Pr(2)an(y) do(z)do (y)

x|z —y|

(5.71)

Si nous indexons les éléments K de 73, par un indice j variant de 1 & N, (le nombres d’éléments
de 73), la base la plus naturelle de Vj, est {w; ; 1 < j < N} ol

(5.72) w; est la fonction caractéristique de Kj.

Les éléments de la matrice B,FL sont alors donnés par:

(5.73) //M':_y;' o(x)do(y)

On remarquera que, contrairement aux matrices d’éléments finis correspondant a ’approximation
d’équations aux dérivées partielles:

(5.74) La matrice B}, est pleine.

D’un point de vue pratique, les principales difficultés consistent a:

— Calculer les ij

— Inverser B}:.

L’inversion de la matrice By, ressort de l'utilisation d’algorithmes d’algebre linéaire standard. La
matrice étant pleine, on privilégiera toutefois la méthode de Gauss (décomposition LU). Le calcul
des coefficients BF pose des difficultés plus spécifiques aux équations intégrales. Il est relativement
clair que ce calcul ne peut étre fait exactement et qu’il faut faire appel & des méthodes d’intégration
numérique. Bien sir, ce calcul approché devra néanmoins étre suffisamment précis. A priori, le
calcul de I'intégrale (5.73) présente deux difficultés:

— L’intégrande est une fonction oscillante.
— L’intégrande est une fonction singuliére.

La premiere difficulté n’en est pas réellement une: en effet, on se rend compte que, pour des raisons
de présicion, si A = 27¢/w désigne la longueur d’onde:

(5.75) Le rapport doit étre suffisamment petit.

Plus précisément, ce rapport doit étre trés inférieur & 1 (au moins inférieur a 0.2). De ce fait,
I'intégrande n’est plus oscillante & I’échelle des triangles K; et Kj.

En ce qui concerne la singularité on constate que le probleme ne se pose que si les triangles K;
et K; sont voisins au sens ol

K;NK; # 0
De ce fait, le calcul de Blrj se fera de deux manieres différentes:

— Si K; et K; sont disjoints, on appliquera directement une formule d’intégration numérique
au calcul de 'intégrale (5.73)
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— Si K; et K; sont voisins, on écrira une décomposition de BY; en parties “réguliere” et “sin-
J ’ 1%
b 2
guliere”, par exemple :

BF B+ Bl

ij,reg ij,8ing

5.76 //7
10 Biieins = Jo e, Frle—y

//| L o wdoty)
olxr)aoc
| Biires = gy v

auquel cas le calcul de B” reg €8t approché numeériquement, alors que le calcul de B!
est effectué semi-analytiquement, semi-numériquement.

ij,8ing

On utilisera dans chaque cas le théoreme de Fubini pour calculer les intégrales (5.76):

//f:vyda x)do(y :/ (/ flz,y)do( )>da(y)

Pour le calcul de Bi lorsque K; et K; sont disjoints, ou de Bl] reg lorsqu’ils sont voisins, il suffit
donc de savoir faire le calcul numérique approché de l'intégrale d’une fonction sur un triangle
(nous nous placons maintenant dans les coordonnées du plan du triangle):

/K f(z)dx

On utilise alors une méthode de quadrature qui consiste a approcher l'intégrale par une combinai-
son linéaire de valeurs de la fonction f en des points bien choisis dans le triangle:

L
(5.77) /K F(@)de = mes(K) S wr £(M)
l

Dans (5.77), mes(K) désigne la surface du triangle K, les points M; € K (en nombre fini) sont les
noeuds de quadrature et les coefficients w; sont les poids de quadrature. En pratique, ces poids et
ces noeuds sont choisis de fagon & ce que la formule d’approximation (5.77) devienne exacte si f
est un polyndéme de degré inférieur ou égal & k, entier donné. Ainsi, pour une fonction f réguliere
quelconque, on integre exactement son développement de Taylor (pris au voisinage d’un point de
référence dans le triangle) et on fait donc une erreur en O(h**1). On dit alors que I'on a une
formule de quadrature d’ordre k. Evidemment, ce procédé n’est licite que si la fonction & intégrer
est suffisamment réguliére, au moins continue.

Nous donnons ci-apres quelques exemples de formules de quadrature dans le triangle (le lecteur
pourra vérifier, a titre d’exercice, qu’elles ont bien l'ordre annoncé). Dans ce qui suit, M (a, 3,7),
ou (a, f3,) désignent trois réels positifs de somme 1, représente le point de K dont les coordonnées
barycentriques sont («, 3,7v) (i.e. M est le barycentre des sommets de k affectés des poids («, 3,7)-

— Formule d’ordre 1.

L=1 M(1/3,1/3,1/3) w, =1

— Formule d’ordre 2.

L=3 M(0,1/2,1/2) w =1/3
M»(1/2,0,1/2) w, =1/3

M3(1/2,1/2,0) ws =1/3



5.3. APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS 69
— Formule d’ordre 3.

L=4  M(1/3,1/3,1/3) w, = —27/48
My(3/5,1/5,1/5) ws = 25/48
M3(1/5,3/5,1/5) ws = 25/48

My(1/5,1/5,3/5) wy = 25/48

Pour calculer Blr]- dans le cas des triangles disjoints, il n’y a aucun probleme car on veut intégrer
des fonctions C*°. Pour des triangles voisins, la décomposition (5.76) apparait indispensable. Le
calcul de Birj,sing se fait alors de la maniere suivante:
— L’intégrale intérieure
do(x
(5.78) / _do(z)
K; 4mlz —y|
est calculée analytiquement.

— La fonction:

F;(y) =/ _dol@)_

K; drlz — y|

étant alors suffisamment réguliere dans le triangle K, I'intégrale extérieure:

(5.79) /K Fj(y) do(y)

est évaluée numériquement.

Remarque 23 Nous n’expliquerons pas ici comment calculer analytiguement lintégrale (5.78).
On notera que l'on aura seulement a calculer cette intégrale pour les points x qui seront choisis
comme noeuds de quadrature dans la deuxiéme étape. Ces points peuvenl appartenir ou ne pas
appartenir au triangle K;. C’est en fail assez compleze. Une méthode astucieuse consiste d découper
Uintégrale en somme (ou différence) d’intégrales sur des sous triangles dont la projection du point
x sur le plan du triangle est 'un des sommets. On wutilise alors les coordonnées polaires avec x
comme pole pour calculer les intégrales. Le lecteur est cordialement invité a effectuer cet exercice
délicat.
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Annexe A

Alternative de Fredholm

Rappelons tout d’abord le résultat qui nous intéresse:

Théoreme 23 Soit X un espace de Banach et T un opérateur compact de X dans lui-méme alors
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) I —T est un isomorphisme,
(i) I —T est surjectif,
(iii) I — T est injectif.

Nous allons donner une preuve de ce théoreme dans le cas ou X est un espace de Hilbert, ce qui
est suffisant pour le propos de ce cours et permet de raccourcir quelque peut les démonstrations.
Nous commencons par un lemme :

Lemme 17 SiT est compact dans X alors Im(I —T') est fermée et donc Im(I —T) = Ker(I —
T*)*, ou T* désigne Uadjoint de T.

Démonstration: Soit v = lim,,_, y o (u, — T'uy,). Si nous savions que la suite u,, était bornée, ce
serait terminé. Or nous remarquons que ’on peut remplacer u,, par u, +w ol w désigne n’'importe
quel élément de Ker(I —T'). L’idée est donc de démontrer que la quantité inf,, ¢ ger(r—1) [|ttn — w||
reste bornée. Notons tout d’abord que si nous désignons par P la projection orthogonale sur
Ker(I —T), le vecteur w qui réalise l'infinum de ||u, — w|| pour w décrivant Ker(I —T) n’est
autre que Pu,,. Il s’agit donc de montrer que la suite u,, — Pu,, reste bornée. Si telle n’était pas
le cas on pourrait extraire de u, une sous suite u,, telle que:

[ty || = +o0.

Posons alors:
_ Up, — Puy,
wp = ——————,
||unk - Punk ”

Nous avons:
Jwel| =1,
lim (wy —Twyg) =0.
k—+o00
Par compacité de T', on peut extraire une sous suite, toujours notée w;, pour simplifier, telle que:

wy, — w dans X,

w—Tw = 0.
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Bien entendu, ||w| = 1 et w € Ker(I — T). Mais, par construction méme, wy, € Ker(I — T)* et

passage & la limite w € Ker(I — T)* ce qui, joint & w € Ker(I — T), entraine w = 0, ce qui est

impossible puisque ||w|| = 1. La suite u,, — Pu,, = i, est donc bien bornée et w = lirf (Ui, —T0y,)-
n—-,+oo

Par compacité de T', on peut extraire de i, une sous suite toujours notée u,, pour simplifier, telle
que:

Uy — U dans X faible,
T, — Tu dans X fort.

bien entendu par passage a la limite v = T'u ce qui prouve que Im(I —T) C Im(I—T) et donc que
Im(I —T) est fermée. L’égalité Im(I — T) = Ker(I — T*)* vient alors de la propriété générale:

VA€ LX) (KerA®)r =Im(I-T),
ce qui acheve la preuve. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme.

Etape 1 (I —T) injectif = (I — T') surjectif

Nous allons raisonner par I’absurde. Supposons que X; = Im(I —T) # X. Alors X; est
un espace de Hilbert et la restriction de T' & X, T}, est un nouvel opérateur compact dans
X1 qui vérifie & nouveau la propriété Im(I — T1) # X;. En effet, soit v € X, v # 0, tel que
v & X1 (ceci est possible puisque Xy # X),onav—Tv € X1 =Im(I —T). Si I — T, était
surjectif, on pourrait trouver v; dans X; tel que v —Tv; = v—Twv. I —T étant par hypothese
injectif ceci entrainerait v = v; ce qui est impossible puisque v € X;. Par conséquent en
réitérant le raisonnement précédent Xo = I'm(I — T}) est un espace de Hilbert strictement
inclus dans X; et la restriction de T' (ou T1) & X5, soit T», est un opérateur compact dans Xo
vérifiant Im(I — Ty) # X». De proche en proche on construit ainsi une famille X, d’espaces
de Hilbert et une suite d’opérateurs compacts dans X,,, T),, vérifiant :

Xpy1 = Im(I —T,) C X, strictement

Tn+1 = Tn|Xn+1 = T|Xn+1

Comme X, 1 C X, strictement, on peut trouver un vecteur unitaire dans X,, soit u,, qui
est orthogonal & X, 41. On construit ainsi une suite de vecteurs w,, qui est orthonormée car
si m > n, le fait que u,, € X, entraine u,, € X,r1(Xy C Xpy1) et done (tm,u,) = 0.
Pour arriver a une contradiction, nous allons montrer que la suite T'u,,, ne peut avoir de sous
suite convergente, ce qui contredit le fait que T est compact.

Soit alors m # n, par exemple m > n, nous avons:
T — Tup =T — Tty — (I — Ty + wm — unp

Or (I -T)up € Xpi1 et (I =T)upm € Ximy1 C Xpy1. Par ailleurs uy, € Xy, C Xp41 et donc
le vecteur (I — T)up — (I — Ty, + wy est dans X, 11 et donc orthogonal & w,. Il s’ensuit
que:

1T wm — Tun”2 = ”un”2 + [[(un = Tun) + (wm — Tum) + um||2 >1

ce qui montre que T'u,, ne peut avoir de sous suite convergente, ce que ’on voulait démontrer.

Remarque 24 Dans la récurrence, c¢’est linjectivité de (I —T') qui entraine la décroissance
stricte de la suite X,,.
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Etape 2 SiIm(I —T)= X, Ker(I —T*) =0. Or si T est compact, T* l'est également et d’apres
ce que l'on vient de voir Im(I — T*) = X. Par conséquent, Ker(I —T) = 0. Donc:

(I —T) surjectif = (I —T) injectif



74

ALTERNATIVE DE FREDHOLM



75

Annexe B

Théoréme de prolongement unique

Cette annexe est consacré a la démonstration du théoréme de prolongement unique qui permet
de montrer que si une fonction assez réguliere (en Poccurence H7,,) satisfait dans un ouvert connexe
O une inégalité du type:

|Au| < C (Ju] + |grad u)

(ce qui en particulier est le cas si u est solution d’une équation du type Au + b.grad u+a u =0
avec a et b bornés) et s’annule au voisinage d’un point x, de cet ouvert O, alors u s’annule iden-
tiquement dans O. L’idée de la preuve est fondée sur le résultat suivant: si u satisfait 'inégalité
précédente et s’annule sur une boule de centre z, et de rayon € < 1/2, alors u s’annule dans une
boule de rayon un peu plus grand (voir la démonstration du lemme 3); puis, il suffit d’utiliser un
argument de connexité et de relier n’importe quel point = de O a z, par une suite finie de boules
ouvertes B; telle que B; et Bjy; ont une intersection non vide (c’est ce dernier argument qui est
développé dans la rédaction du théoreme 1). Rappelons qu’une des conséquences des théoremes
de prolongement unique est I'unicité pour les problemes de Cauchy pour les opérateurs elliptiques
(ce qui généralise le théoreme de Holmgren dans le cas des coefficients constants et le théoreme de
Cauchy-Kowalevska dans le cas des coefficients analytiques).

La partie la plus technique de la démonstration est ’obtention des estimations a priori qui
servent & établir le résultat préliminaire (lemme 3). Ces estimations de u et grad u dans des
normes L2 & poids (le poids dépendant d’un parametre 3 autorisé & varier dans un intervalle du
type [Bo,+00[) en fonction de Aw sont 'objet des lemmes 4 et 5. Les constantes intervenant dans
ces inégalités tendent vers 0 lorsque 3 tend vers l'infini et obligent de ce fait la fonction a s’annuler
au voisinage de z,. Pour simplifier la rédaction, on choisit z, = 0.

Lemme 1 : Soit u € H? (RY)(N >2) satisfaisant:
suppu C D, = {x € RY;e < |z| < 7o}

avec 0 < € < 1, < 1. Alors il existe une constante B, > 0 et il existe C,, ne dépendant que de S,
tels que pour tout B > [3,:

2 dx C 2
2 L4y T Lo 2 4 B+2
By [P e pm < G [ ISP el e e

€,7o

Démonstration : Posons 1z(z) = exp(ﬁ) et ¢p(r) = exp(—ﬁ), puis introduisons la fonction
w =Yg u (soit u = ¢g w). Notons que:
Au = ¢pgAw + 2grad ¢z.grad w + Apg w

avec grad ¢g = mf% ¢ et Agg = |gcl%(N -2-0+ %) ¢3. On évalue alors:

|Aul? = ¢5°|Aw|? + 4|grad ds.grad w|*> + (Ads)?|w|* + 265AdsRe(Aw ©)

+4¢p grad ¢pg.Re(Aw grad ©) + 4A¢s grad ¢pg.Re(w grad o)
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En particulier, on a:

B’

| |5+2

B2ps°

ERE

|Au|? > 4—"— z.Re(Aw grad @) + 4——(N -2 — 3 + %) z.Re(w grad )
x
Supposons maintenant, quitte a conclure par densité, que u € D(D.,,); par construction

w € D(De r,). Aprés multiplication par 1/152 et intégration de l'inégalité précédente, nous avons:

J,

|Aul? 15”27 2dx > 4B / z.Re(Aw grad w) dx +

€,To

e - dz
+432(N —2-8) /D z.Re(w grad w) RS +44° /D z.Re(w grad w) |z[28+2

Nous allons évaluer les trois termes a gauche de 'inégalité. Par la formule de Green, on établit
les identités suivantes (voir exercice ci-apres):

N

/ x. Re(Aw grad @) de = (5 - 1)/ lgrad w|* dx
D

€70

N
/ x.Re(w grad w) _:n Riniad / lw|?
D e |33|”

€,7o

On en déduit, compte tenu de w = g u:

/ Auf? 5 |x|ﬁ+2dx22ﬂ(zv—2)/ \grad(is? w)|? da-+
D

e D,
»To o

d
|u|? 1/15 ||2ﬁ+2 —2B%(N—-2— ﬁ)/ |u|? 1[]52 |x|;+2

D¢ rg

+2B3(26+2—N)/

De,rq
Le premier terme & gauche de I'inégalité est positif dés que N > 2 et nul lorsque N = 2. De
plus, comme supp w C D, il vient:

dz
2 2 3 2
/D |ul” ¥p ez ST / Jul? * W

€70 €70

Par conséquent on obtient:

|18l 0 e 2 04R9) [
D

€,7To DC,T’o

Jul* ¥5° W

oll nous avons posé:

4B 283 (N — 2) — 2B B2(N — 2 — B)?

= i

Remarquons que, pour 7, < 1, ﬁEToo F(B) = 4. On établit donc l'inégalité (B.1) pour § assez
grand, i.e. pour tout 3 > G, avec F(8,) > 1/Cs.

F(p)

Exercice 10 Démontrer que pour tout u € H? (R™),(N > 2) satisfaisant:
suppu C D, ={r € R";e<|z| <10}
on a les deux identités :

N
/ x.Re(Aw grad w) dz = (
D

5 1)/ lgrad w|* dz

€,7o

N
/ z.Re(w grad w) |_:n 1= /
D Dero

€,To
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Lemme 2 : Soit u € H? (RY)(N >2) satisfaisant:
suppu C D, = {x € RY;e < |z| < 7o}

avec 0 < € <1, < 1. Alors il existe B, > 0 et il existe une constante Cy, ne dépendant que de r,
et de B,, tels que, pour tout B > f8,, l'inégalité (10) est satisfaite et:

2 Ch
(B.2) / grad u|® exp(—=) dr < —
b, T G 7

S
Démonstration : De méme qu’au lemme précédent nous démontrons I'inégalité pour v € D(D. r, ),
puis on conclut par densité. On remarque que ’on a par la formule de Green:

2
Aul* exp(—=) |z|*T2dz
/DW|  exp(os) le

—/ (Auli + Atiu)ps’dr = 2/ lgrad u|*vg’dx + / (grad u + ugrad @).grad(ys?)dz
[)5,7,0 €,T0 Dﬁﬂ“o
soit:

_/D (Au @ + AT u) ¥5° da::2/

6o D¢ rg

lgrad u|® 13° dx +/ grad(|ul?).grad(ys?) dx
D€,7’o

et en utilisant une seconde fois la formule de Green:

—/ (Au @+ At ) 1/152 dx = 2/ |grad u|2 7/152 dz —/ |“|2 AWQQ) dx
D

ero De,r, De,r,

Par ailleurs, on calcule:

432 N+p3+2

2y _ . By, 2

et il existe B, (assez grand) et C] tels que pour tout |z| < r, < 1 et pour tout 8 > [:
ﬁQ

Ays®) < 0 2P bg”

(en particulier 3, est choisi de sorte que 1 —r2 (N + 8 + 2)/(28) > 0). Ainsi on obtient I'inégalité:

C dx |[Au @ + v Al
dul? va de < S132 / 2, 2 /
/D lgrad u|® ¥g” dz < 5 Ié] |u)® g 7|35|26+2 + — 5

€,7o DC,T’o

Vp® da

Enfin, on montre par l'inégalitéde Young que:

Ju?

|z[25+2 + [P | Auf?

[Au @ +u Au| <

et donc:

1 dx 1
[ redaP u dr< g e [ P ey [ 18l gt e de

€,7o €,7o €,7o

Ainsi, en utilisant ’estimation du lemme 1 et le fait que supp v C D, ,,, nous avons pour tout
B> B (avec Bo > N +2):
1
| lgraduP vs? do < 5085+ 0O+ Co) [ 1auP 4s? ol da
De,r,

€,To

L’inégalité (B.2) s’obtient en choisissant C; tel que C; > (1/2)(CoC} +Cs/Bo>+C}) ol la constante
C% est déterminée de facon & majorer 3% exp(—8|1In 7,|) pour tout 3 > f3,.



78 THEOREME DE PROLONGEMENT UNIQUE

Lemme 3 : Soit B(0,r) la boule ouverte de centre 0 et de rayon r. Soit € < ro/2 < 1/2 et soit u
une fonction de H2 (IRY) s’annulant dans la boule B(0,€). On suppose qu'il existe une constante
C telle que l'on ail presque partout dans B(0,7,):

(B.3) [Au| < C (Ju] + |grad u])
Alors w = 0 presque partout dans B(0,7,/2).

Démonstration : Soit ¢ une fonction cut-off satisfaisant p € C®(R™), supp ¢ C B(0,7,), p(z) =
1 dans B(0,7,/2). En appliquant les estimations des lemmes 1 et 2 a la fonction ¢ u, il existe une
constante positive Cy telle que (pour tout 8 > 3,):

|<p|2|u|2 2 2 > 2 2 B+2
+ |grad(ypu exp(—=)de < — A(pu)|* exp(—=) |z dx
Sy o *loradteuf) exo(pg) e < 5 [ I8P el

En particulier:

|u|2 2 2 Cs 2 2 B+2
(—s5— + |grad u|?) exp(—=) dz < — Aul® exp(—=) |z|°T°dx +
/B(O,ro/Z) |2|20+2 | | |2|P B2 B(O,ro/2)| | |z |8 =
Co / 2 2 2
+ = A(pu)]? exp(—=) |z|?*2dx
= |, |A(pu)] (|m|5)| |

ro/2,70

En utilisant ’estimation (B.3), on a:

|u|? 5 2 2C2C, 9 9 2 9
(—s—+|grad u]?) exp(—=)dx < (|u®+|grad u|?) exp(—=)|z|’+2dz
oo T lorad ) exo(plte 552 [ (e lgrad o) exe( e
C / 5 2
+ — Apu)? exp(—=) |z T2dx
= |, |A(pu)| P(|m|ﬁ)| |

ro/2,70

En choississant 3 assez grand pour que 2C%Cs(r,/2)%%2/3% < 1, il vient notamment:

20%Cy r 2 dx
1_ To\3p+4 / uf? exp(——) —2F
( B2 (2) ) B(o,r°/2)| | (|35|ﬁ) |z [5+2
02 38+4 2 2 dx
< ﬂ2 T /[') |A((pu)| exp(|x|ﬁ) |$|2ﬁ+2

ro/2,m0

Or, la fonction |z| — exp(2/|z|?)/|z|?#*2 étant décroissante, on voit facilement que:

2 dx
ul? exp(—= > C / ul? dz
/B(O,ro/2)| | (|ﬂf|ﬁ) jz[28+2 = ° B(O,ro/2)| |
2 dx
A 2 — < A 2
[ AP ea(m) o < O [ AP de

ro/2,m0 ro0/2,m0

olt O = exp(2°1/77)(2/r,)2+2. On en déduit alors:

/ uf? dz < — 022’%614 = / |A(pu))? da
B(0,r0/2) B = 2020y ()% Jp

ro/2,m0

On établit le lemme en faisant tendre 3 vers 400, i.e.

/ |u|? dz =0
B(0,r./2)
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Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme de prolongement unique:

Théoréme 1 : Soit O un ouvert conneze de R™ et soit u une fonction de Hfoc(RN) satisfaisant:
i. 32, €0, Ie>0, |-z, <e= u(r)=0
i. 3C >0, pour presque tout x € O, |Au(z)| < C (Ju(z)| + |grad u(z)]|)

alors u(z) =0, VzeO.

Démonstration : Soit z un point de 0. Par connexité, on peut toujours trouver r, < 1 et une
suite de n points z,,21,...,Z, = x tels que: pour tout j < n, B(z;,r,) C O, et, de plus, pour
tout j < (n —1), |zj41 — x| < ro/2. Sachant que u s’annule dans un voisinage de z,, d’aprés
le lemme 3, w s’annule donc dans la boule de centre z, et de rayon 7,/2 et en particulier dans
un voisinage de z;. Par récurrence, on montre ainsi que, si v s’annule dans un voisinage de z;,
alors u s’annule dans un voisinage de z;,;. L’opération peut étre menée jusqu’a x ce qui acheve
la démonstration.

Comme application du théoréeme 1, nous allons démontrer un théoréme d’unicité pour le
probleme de Cauchy associé a I’équation:

Au+bgradu+au=f

Théoréme 2 : Soit O un ouvert connexe de RY . On suppose qu’il existe x, de dO et e > 0 tel
que Te(x,) = 00 N B(xo,€) soit suffisamment réguliére (au moins Lipschitz-continue). Soit alors
u € HE . (O) solution au sens des distributions de

Au+b.grad u+auw =0

ou les coefficients a et b sont mesurables bornés dans O, satisfaisant a:

Ou
U‘Fe(mo) = 0 et %‘Fg(l‘o) = 0

Alors w = 0 dans O.

Démonstration : Soit O, = O U B(z.,¢€), et soit u, la fonction définie par: uqo = u et uc =0
dans O, — 0. 1l est facile de vérifier que u, € H7 .(O,). De plus: grad uejo = grad u et grad ue =0
dans O, — O; Au.o = Au et Auc = 0 dans O, — O. En prolongeant les coefficients par 0, on a
méme

Au, +b.grad uc +au. =0 dans L}, (O,)

Le théoréme de prolongement unique nous permet alors de conclure que u. = 0 dans O..



